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De beoefening der Wiskunde leidt tot stel- 
selmatig denken. Zij gewent aan kortheid 
van uitdrukking, aan bondige redeneering. 
Zij scherpt het oordeel en beoogt bij een 
minimum van omvang een maximum van 
inhoud. 


In het Tijdschrift „DE VRIEND DER WISKUNDE” 
stellen wij ons voor de belangrijkste onderdeelen der lagere 
wiskunde te behandelen, nu eens door eene meer uitvoerige 
beschouwing van eenig hoofdstuk wit de Theorie te leveren, 
dan door eene reeks van Vraagstukken te geven, ten einde 
dwidelijk te doen worden, wat bij de studie moeielijkheid. 
opleverde. Hierbij zullen wij ons er vooral op toeleggen 
om de studie voor het examen te vergemakkelijken. — Ver- 
der. zullen wij de schriftelijke opgaven van verschillende 
examens onder de aandacht onzer lezers brengen, uit andere 
zelf eene keuze doen, en den inteekenaars in de gelegenheid 
stellen de oplossing te vragen van vraagstukken, waarmede 
zij moeite hebben. 
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HET PROBLEMA VAN MALFATTI 
poor P. POOT. 


In een gegeven A drie cirkels te beschrijven zoodanig, dat 
elke cirkel de beide andere en twee zijden van den A raakt. 


Dit beroemde vraagstuk werd in het begin dezer eeuw opge- 
lost door Marrarrr, een Italiaansch wiskundige, die de stralen 
der gezochte cirkels berekende en daarvoor waarden vond, die 
gemakkelijk te construeeren waren. Een dertigtal jaren later 
deelde Steiner, evenwel zonder bewijs, mede, dat iedere ge- 
meenschappelijke raaklijn aan het raakpunt van twee der ge- 
vraagde cirkels tevens twee van de drie cirkels aanraakt, die 
kunnen beschreven worden in de AA, waarin de oorspronke- 
lijke A door de bissectrices verdeeld wordt. Dit nu gaf een 
betrekkelijk eenvoudig middel aan de hand om de gevraagde 
cirkels te construeeren. 

In later jaren heeft men bewijzen gevonden voor de stelling 
door Sreiner medegedeeld. 

Hieronder zal de constructie van Steiner worden medege- 
deeld, voorafgegaan door een eenvoudig bewijs. 

Als inleiding gaan twee hulpstellingen, waarop dit bewijs 
berust , vooraf. 

Stelling IL. Als drie cirkels in het platte vlak zoo ge- 
plaatst zijn, dat de gemeenschappelijke uitwendige raaklijnen 
aan twee paren cirkels en eene gemeenschappelijke inwendige 
raaklijn aan het derde paar elkander in één punt ontmoeten, 
dan zullen ook de beide andere witwendige en de inwendige raak- 
lijn, uit dezelfde punten getrokken, in één punt samenkomen. 





De Vriend der Wiskunde. NV, 1 
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Bewijs. A, Ben C zijn de drie gegeven cirkels, DF en DG 
twee gemeensch. uitwendige raaklijnen, de eerste aan Cen A, 
de andere aan B en A, en DH eene gemeensch. inwendige 
raaklijn aan B en C. Nu moet er bewezen worden, dat als 
DF, DG en DH in één punt D samenkomen, dit ook het ge- 
val zal zijn met FE, GE en EL. 

Zij EB het snijpunt van de twee uitwendige raaklijnen EF en 
EG. Het zal nu voldoende zijn aan te toonen , dat de tweede 
raaklijn uit het punt E aan cirkel B getrokken, ook cirkel 
C aanraakt. 

Vierhoek DHEG is beschreven om cirkel B, dus (zie: J. Ver- 
sLuys, Nieuw Lrb, d, Vl. Mtk. $ 259) 

DG + EH —= DH + EG. 

Bij beschouwing der raaklijnen, uit F en G aan cirkel A 
getrokken, blijkt door toepassing der eigenschap in De Vriend 
der Wiskunde IV, opgave no. 481, dat DG + DE — EF + EG. 

Door aftrekking vindt men DF — EH —= EF — DH, waar- 
uit DF + DH = EF 4 EH, 

Volgens het omgekeerde der bedoelde eigenschap (opgave 
no. 481) is DFEH een omgeschreven vierhoek en omdat de 
drie zijden DH, DF en EF raken aan cirkel C, moet ook de _ 
vierde zijde EH raken aan denzelfden cirkel. 


Stelling IL. Als twee cirkels O en C door eene lijn AE 
zoodanig gesneden worden, dat de koorden AB en DE gelijk 
zijn en men in de snijpunten A en B raaklijnen AM en EM 
aan de cirkels trekt, dan zijn de hoeken AMO en EMC door 
deze raaklijnen met de verbindingslijnen van haar snijpunt M 
met de middelpunten gevormd, gelijk. 

; ze Bewijs. Laat men OF, CG en MP 

GE loodrecht op AE neer dan ontstaan de 
AA AMP en MPE respectievelijk va 
met de AA AOF en CGE, omdat ze 
rechthoekig zijn en de beenen der 
5 andere hoeken loodrecht op elkander 
A staan. 
Derhalve AM:MP—=A0:AP en MP: EM —= EG: EC, 


1 
Omdat AB =DE is AF = EG = 5 





AB dus na vermenig- 
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vuldiging der overeenkomstige termen heeft men 
AM: BEM == AO: EC. 

AM en AO zijn twee zijden van den rechthoekigen A AOM; 
EM en EC zijn zijden van den rechthoekigen A CEM, dus 
mogen wij besluiten, dat deze beide AA @ zijn en dus 
AMO == 4 CME. 


We kunnen nu overgaan tot het vraagstuk van MarLrArri, 





B ENE 


Wij volgen den analytischen gang. 
Laat ABC de gegeven A zijn en a, b en c de gevraagde 
cirkels, rakende aan de beenen der hoeken A, Ben C van den 
A. Door de punten D, E en F, waar de cirkels elkander twee 
aan twee raken, worden de raaklijnen MS, PQ en RN getrok- 
ken, die elkander snijden in L. Laat ook G en H de raak- 
punten zijn van BC en de cirkels b en c, 

Men leidt dan uit MQ — MR af door optelling respectievelijk 
van MG en MH, die beide gelijk zijn aan MD als raaklijnen 
aan de cirkels 5 en c en dus onderling geliĳk , 

GQ — RH, of omdat GQ = QE als raaklijnen aan cirkel 5 
en RF=—= RH als raaklijnen aan cirkel c, 

QE — RF, waaruit door vermindering respectievelijk met 
EL en LF, die geliĳk zijn als raaklijnen aan cirkel a, 

LQ — RL. 

Door deze vervormingen heeft men dus de reeks gelijkheden 
verkregen: MQ — MR = GQ — RH = QE — RF = LQ —LR. 

Het punt M ligt dus zoodanig, dat het verschil zijner afstan- 
den tot de hoekpunten Q en R van A RLQ gelijk is aan het 
verschil der zijden LQ en LR. Bijgevolg is dit punt M het raak- 
punt van de zijde RQ met den cirkel, ingeschreven in A RLQ, 
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We noemen dezen laatsten cirkel a’ en evenzoo de overeen- 
komstige cirkels, die zullen raken aan AC en AB in de pun- 
ten N en P, b’ en c'. 

Bij beschouwing van de drie cirkels a’, b en c blĳkt nu, 
dat RN en SM twee gemeenschappelijke uitwendige raaklijnen 
zijn en PQ eene gemeenschappelijke inwendige raaklijn is. 
Dewijl nu de drie raaklijnen elkander in het punt L snijden, 
gaat volgens Stelling I de tweede inwendige raaklijn aan 
de cirkels a’ en 6 door het punt C, waar de gemeenschappe- 
lijke uitwendige raaklijnen BC en AC samenkomen, 

We kunnen nu aantoonen, dat de gemeenschappelijke in= 
wendige raaklijn aan de cirkels a’ en b’, die door het punt C 
gaat, de bisseetrix is van £ C van den gegeven A. 

Immers, men heeft MD == MH = TE 
want RH —= RF als raaklijnen aan c,‚ waaruit door verminde- 
ring met RM en RT, die gelijk zijn als raaklijnen aan a’, 

MH STE 
of omdat MH — MD als raaklijnen aan cdus MD = MH — TE. 

Eveneens heeft men DU = NK = NF, 
bijgevolg MD + DU = TE + NF 
of MU == TN. 

Uit de gelijkheid der raaklijnen MU en NT volgt de gelijk- 
heid der koorden door a en b’ van MN afgesneden 
want MU? = MN(MN — koorde 5’) 

NT? = NM(NM — koorde a’) 
MN(MN — koorde b') = MU* = NT? = NM(NM — koorde a’) 
MN — koorde b' == NM — koorde a’ 
koorde bh’ == koorde a’ 
en dus volgens Stelling II zijn de helften van de hoeken 
en dus ook de geheele hoeken , door de andere gemeenschap- 
pelijke inwendige raaklijn aan de cirkels a en b/ met de raak- 
lijnen NC en MC gevormd, geliĳk. Derhalve is deze laatste 
inwendige raaklijn aan de cirkels a’ en 6’ de bissectrix van £ C. 

Aangezien geenerlei bijzondere onderstelling is gemaakt voor 

LZ. C, kan men hetzelfde ook bewezen achten voor hoek A. en B, 


Men kan nu de volgende constructie van STEINER, boven 
bedoeld, als juist aannemen. 
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Trek de bissectrices der drie ZZ van A ABC, die elkander 
in het middelpunt [ van den ingeschreven cirkel snijden. Be- 
schrijf een cirkel in elk der AA IBC, IAC en IAB, trek 
de gemeenschappelijke inwendige raaklijnen met betrekking tot 
de drie cirkels, twee aan twee genomen. Alzoo ontstaan AA, 
die tot zijden hebben een der raaklijnen en twee zijden van 
den gegeven A. De cirkels, ingeschreven in deze laatste A A, 
zijn de gevraagde. 


Den Haag. 
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WAAROM BEGINT MEN BĲ DE VIERKANTSWORTEL- 
TREKKING NIET BĲ DE LAAGSTE WAARDIJEN ? 


(Toelatingsexamen voor den Hoofdeursus te Kampen, 1888.) 
DOOR 
B JarMs0 TE 

We zullen eerst laten zien, dat eene worteltrekking, begin- 
nende bij de laagste waardijen wel mogelijk is. 

Zij gevraagd de vierkantswortel uit 1369. 

De wortel bestaat uit tientallen en eenheden, omdat 1369 ook 
honderdtallen bevat. Stelt men nu het aantal tientallen van den 
wortel voor door f‚ en de eenheden door e, dan is 7” 1369 = t +e, 
dus 1369 =(t Je)? =t? H 2e He? =t(t + 2e) He? 

Omdat de vierkanten der getallen van één cijfer als bekend 
verondersteld worden, neme men den wortel uit 69 eenheden ; 
deze is 8 eenheden, dus wordt e? == 64 eenheden. 

Omdat 1369 — t(t J- 2e) =e? 
en 64 == e? 
zal 1305 = t(é + 2e); 
deelt men nu 13805 door 2e of 16, dan vindt men voor é 8 
tientallen ; door deze waarde van t in bovenstaande vergelij- 
king te brengen, blijkt, dat é op zijn meest = 2 tientallen kan 
zijn, dus t(t J- 2e) = 20 X 36 = 720; trekt men 720 van 1305 
af, dan blijft er over 1305 — 720 = 585; om nu te zien, welke 
waardijen er nog in den wortel kunnen komen, stelt men weer 
585 == t(t + 2e), waarin e= 28, dus 2e = 56; dit laatste ge- 
deeld op 585, vindt men voor t 1 tiental; door deze waarde 
van tf in bovenstaande vergelijking te brengen, blijkt dat f op 
zijn meest 9 eenheden zijn kan, dus t(t + 2e) = (9 + 56) 
=9X65 = 585; derhalve is 77 1369 —= 8 eenheden + 2 tien- 
tallen +-9 eenheden; de bewerking komt dan aldus: 
rv 1369 | 8 eenheden + 2 tientallen + 9 eenheden 





S= n0Á == 37 eenheden. 
1305 
20(20 J- 16) —= 720 
585 


9 J-56)= 585 
0 ‚en, door bij de worteltrekking telkens 
één cijfer te gebruiken van ’t gegeven getal: 


ik. tet hen 
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v 1369 | 3 eenheden + 5 eenheden +- 1 tiental J- 


3’ = 9 | 1 tiental + 9 eenheden. 
60 
5(5+-6)= 55 
305 
10(10 +16) — 260 
1045 
10(10 +36) = 460 
585 


9 J-56)= 585 
En ‚ dus 1” 1369 —= 3 eenheden + 5 een- 
Heden —J- 1 tiental —- 1 tiental + 9 eenheden — 37 eenheden. 
Om op gelijke wijze, als hiervoor, den wortel te trekken 
uit grooter getallen, heeft men : 
v 15129 | 5 eenheden —J- 6 tientallen + 6 een- 
DD heden + 5 tientallen —J- 2 eenhe- 
5104 den == 123 eenheden. 
60 (60 + 10) = 4200 
0904 
6(6 + 130) = 816 
10088 
50(50 + 142) = 9600 
488 
2(2 242) — 488 
0 
of, door van ’t gegeven getal telkens één cijfer te gebruiken: 
v 15129 | 3 eenheden + 2 eenheden J- 6 een- 





en 9 heden —+ 6 tientallen + 5 tientallen 
20 —J- 2 eenheden == 123 eenheden, 
2(2-6)= 16 | 
104 
6(6 +10) = 96 
5008 
60(60 + 22) —= 4920 
10088 
50(50 + 142) —= 9600 
488 


(2242) — 488 
| 0 
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Eindigen de gegeven getallen op eenige nullen, b. v. 1600, 
dan heeft men: 
v/ 1600 | 24 eenheden —J-1 tiental +4 6 eenheden 





243 == 576 == 40 eenheden. 
1024 
10(10 +48) == 980 
444 
6(6 J 68) == 444 
0 
En r/ 160000 | 244 eenheden + 15 tientallen + 6 
2443 SS D9536 eenheden — 400 eenheden. 
100464 
150(150 J-328) = 95700 
4764 
6(6 +788) —= 4764 
0 
En L/ 23000 | 54 eenheden + 9 tientallen + 7 een- 
Deen 916 heden == 151 eenheden. 
20084 
90(90 + 108) —= 17820 
2264 


1(1 J-288) = 2065 
199. Hieruit blijkt de onbruikbaarheid van 
deze methode voor getallen, die op eenige nullen eindigen, 
terwijl men met ’t benaderen van den wortel in decimalen niet 
kan voortgaan, omdat dan niet bij de laagste waardijen be- 
gonnen wordt. 

Was b.v. gevraagd de wortel uit 50 in 5 decimalen, dan 
moeten er 3 gevonden worden door worteltrekking , en 2 door 
deeling, en men krijgt dus deze bewerking : 

rv 50,000000 | 7071 duizendsten + 

7071? = 49999041 6 honderdduizend- 

2X 7071 = 14142 959 sten J- 7 millioen- 

14143 6x 14142—848 sten — 7,071067. 
14142 111 
1X14142= 99 

12; waaruit blĳkt, dat 

deze methode bij benadering in decimalen geheel ondoelmatig 

en onbruikbaar is. 
Arnhem. 
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PLANIMETRIE. 


WERKSTUKKEN, 


Ter oefening van den lezer. 
(De oplossingen volgen.) 


Om 3 in eene rechte liggende punten A, B en C als mid- 
delpunten cirkels te beschrijven, van welke ieder de beide 
andere raakt, wanneer de straal 7 van den cirkel om A 
gegeven is. 
In eene rechte een punt X zoo te bepalen , dat eene raak- 
lijn uit dit punt aan een gegeven cirkel en de verbindings- 
lijn van dit punt met een gegeven punt A gelijke hoeken 
met de rechte maken. 
In eene rechte een punt X zoo te bepalen, dat zijn afstand 
van een gegeven punt A dezer rechte en zijn afstand van 
een punt B buiten deze rechte liggende een gegeven som 
(of verschil) hebben. 
Op den omtrek van een cirkel een punt X zoo te bepalen, 
dat zijn afstanden van de beenen van een hoek een ge- 
geven som (of verschil) hebben. 
Op eene rechte een punt te bepalen, wiens afstand van een 
gegeven punt dezer rechte met zijn afstand van eene tweede 
rechte een gegeven som (of verschil) is. 
Een cirkel te construeeren, die een anderen cirkel raakt, 
door een gegeven punt gaat, en wiens middelpunt op een 
door dit punt gaande rechte ligt. 
Op een driehoekszijde een punt te bepalen, zoo dat de 
loodlijnen uit dit punt op de beide andere zijden een ge- 
geven som (of verschil) hebben. 
Op eene rechte een punt te bepalen, zoo dat eene raaklijn 
uit dit punt aan een gegeven cirkel getrokken en de ver- 
bindingslijn van dit punt met een gegeven punt gelijke 
hoeken met de rechte maken. 

(Wordt vervolgd.) 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 461—480. 


—-461. Bewijs, dat het oppervlak O van den A ABO, uitge- 
drukt in functie zijner medianen m,, m,, m_, gegeven 


is door de formules 


An 
OT 3 MM — m,)(M — m,y M— m,) 


a’ b 


waarin 2M de som me, m,J- 1m, voorstelt, en 


1 VAE TEESE 
== zalm? ad mm, -L mjm?) — (om L m, Hm, ) 
Rouché & De Comberousse. Traité de Géométrie, 2e éd. 1868, 


Livre IV page 316 no. 405; 5e éd. 1883, Livre IV, page 
366 no. 393. 


Oplossing. 
Zij AD —= m,,‚ BE == m, en 
1 
CF = m,, dan is Zin 


3 
Verder is A a =DE 
NANA ER ABC. Verleng 





ZF met FI = ZF, en vereenig I met A en B, dan is vierhoek AZBI 
een parallelogram , omdat de diagonalen AB en ZI elkaar in 


1 
Z middendoor deelen. Dus A ABZ = A AZ = 7 par. AZBI. 


2 
In A AZI is AL Sem 2m, en Al= 5m, dus 
OAABC=30 AAZI=Z=3 WV s(s—a) (s — b)(s—c);, 
5 1 /2 2 2 Í 2 
waarin s = 3 (Gen, dom Hamo) grat mg mo) =N 


2 2 2 2 
s—a=zM bags mn s—b=z (M — m;), 


2 
s— e= 3 (Mm). | 
dus O A ABC = 5 TR 


Substitueert men hierin M —= : (m, + my m „), dan vindt men: 
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4 mt, MM, MMM, mam, —m, 
Ê 1 2 2 1-3 2 2 4 4 4 
=s/ 2m mjm imm (mmm) 
Tweede oplossing. 


Stelt men in ‚\ ABC dezijden AB =c, AC = ben BC = a, 
dan heeft men volgens eene ls eigenschap 


2m, = a! bt Re rare en 
b? 

2m, —at He? no en (2) 

2m, =b" Le — 5 ee rk (5) 


9 A ABO =S W's (s — a) (s — b) (s — €) 
Et eee atb? Hate +b?e?)— (at Fbt Het) (4) 
16 
Om nu O A ABC in m,, mj), m, uit te drukken, is het 
voldoende a, b, c tusschen de vergelijkingen (1) tot (4) te 
elimineeren. | 
Door optelling verkrijgt men onmiddellijk uit de vergelijkin- 
gen (1), (2) en (3) 
. Dar Jb? +e=2(m; Jm, tm, ) Mts atme(D) 
Door de vergelijkingen (1), (2) en (3) twee aan twee te ver. 
menigvuldigen en de eindvergelijkingen op te tellen, vindt men 
na alle herleidingen verricht te hebben : 


9 
ra date? + be?) = (mjm, + mm; J- mm, ). (6) 

Vermenigvuldig de twee leden der vergelijking (6) met 4, 
verhef de twee leden der vergelijking (5) in het quadraat, 


trek vervolgens de aldus verkregen vergelijkingen van elkaar 
af, dan komt er 


9 
za"b' J 2a?e? H- 27e? — at —bt —Cc*) == 
=4 (emom, + 2m, J- 2m, m, — m, — m, — m,). 
De vergelijking gesubstitueerd in (4) geeft 
Í a REE na A Ee EN 
OA ABC == s/ (mim; = mm, L mms) (wm, Ie m, + m,) 
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_462. In A ABC noemen wij de En Map My) Moe Bewijs 


nu dat me Fm, Jm, Ed zg (Gtt De Het} 


ZERO, 
Oplossing. 
Bekende eigenschappen zijn: 
L. 2m, =b* Jc? et, dus M, + m, + mi=s (atb? Je?) 
KH. De A met mm, mj, m, tot zijden = T A ABC. 
II. Opp. A „ #,9,2 tot zijden =Vs(s — 2) (s — y)(s —2) 


—=V2rty? Arzt dye rt yet 
Uit [ volgt: 


Mm, En mm, ie me d- 2m, — 2m om, J 2m, a 
= zo (a° J-bt Jet H 24°b? H2a?e? + 2b?e!) . . … (A) 
Uit II en III volgt: 
— me Dn m, — me, in 2m My L 2m: - 2m, m, ms 
en ie (—at —b* — et J-2a°b? J2a?e? + 2b?c?) . . (B) 
(B) van (A) afgetrokken en het verschil door 2 gedeeld , 


geeft onmiddellijk het gestelde. Zero. 
Kortere oplossing. 
Omdat: 
2 1 1 1 
mì = (5 + et) gar =g( at 2btpeet) 
is m. dn Abs 4Ac*— 2a°b?— Za? C° 40e: 


evenzoo m bgg (datt bt det — Dat bef da? et htt) 


en m A Aas J4b* + Feth dat bi Zat e?— Mie!) 


tE 
mem g(et + be He') 
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463. Zij gegeven een cirkel O, een punt P binnen dezen cir- 
kel, eene middellijn APB en eene raaklijn door A aan 
den cirkel. 

1) Om P laat men eene snijlijn (transversaal) draaien, 
die den cirkel in de punten Q en Q' ontmoet; in deze 
punten richt men op QQ’ loodlijnen op, die de raaklijn 
door A in de punten M, M’ ontmoeten, en projecteert 
nu het punt M op PM’, of het punt M' op PM. Men - 
vraagt de meetkundige plaats, door deze projecties be- 
schreven , te bepalen. 

2) Trek AQ en AQ’ en projecteer M' op AQ’, of M 
op AQ. Bewijs, dat de meetkundige plaats dezer pro- 

_ jeeties een raakcirkel is aan cirkel O in het punt A en 
gaande door P', symmetrisch van P gelegen met betrek- 
king tot het middelpunt O. 


Oplossing. 


1) Verleng MI tot zij de mid- 
dellijn AB in P’ ontmoet. De 
AA MPA en PAM zijn w, 
omdat hunne zijden | op elkaar 
staan, dus: 

AM:AP'= AP: AM! 
OL AMTAM AB. AP, 
Maar de z vierhoeken APQM 





en APQ'M' geven 
AM.AM =PQ.PQ =AP.PB 
MAAR AB PB, of AP: — PB 

Het punt P' is dus symmetrisch van P met betrekking tot 
het middelpunt en de plaats van het punt l is een cirkel met 
een straal = OP en O tot middelpunt. 

2) AQ is il IM’, want / AQP = 4 M'AQ' == 4 boog AQ/, 
/ MAQ =/ZIPQ, dus 4 AQP == Z IPQ, zoodat de rechten 
AQ en IM’ evenwijdig zijn. Dus MP’ | AQ. De plaats van 
het punt K is dus een cirkel op AP als middellijn, bijgevolg 
een raakcirkel aan O in A. 
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464, Een standvastige Z BAC draait om zijn vaste hoekpunt 
A ; bepaal de ligging van den hoek, waarin hij van een 
gegeven cirkel in zijn vlak een boog afsnijdt, waarvan 
de koorde een gegeven lengte heeft. 

Oplossing. | 
EE Onderstellen we het vraagstuk _ 
opgelost. Zij BC de koorde van 
gegeven lengte. Vereenig het 
hoekpunt A met het middelpunt 
M van den gegeven cirkel. Deze 
afstand AM is bekend. Men ziet 
ook, dat het hoekpunt A van 
den Z BAC gelegen is op het 
segment, dat op BC als basis 
beschreven is en den / BAC 
bevat. Hieruit leiden we eene 
eenvoudige constructie af, 

Neem eene koorde B'C', welke eene willekeurige ligging heeft, 
maar die gelijk is aan BC. Beschrijf op deze koorde B'C' een 
cirkelsegment, dat den gegeven / BAC bevat. Zij B'OC' dit 
segment. Uit M als middelpunt, met een straal gelijk aan den 
afstand AM beschrijven we een cirkel. Onderstel, dat deze 
cirkel het segment, dat Z BAC bevat, beschreven op BC’, 
in A’ en A” snijdt. Vereenig de punten A',B',C' en A’,B,C. 
De twee 4 / BAC’ en BA'C', aldus verkregen, voldoen aan 
de vraag; want zij hebben de gegeven grootte = Z BAC; 
hunne hoekpunten zijn op afstanden gelijk AM. Daarenboven 
DG B0; 

Er blijft nu niets over dan een der stralen MA’, MA” rond 
het middelpunt M te doen draaien, totdat een der punten A’ 
of A” met A samenvalt, hetgeen neerkomt op het maken van 
de Z/ 1 en 2, respectievelijk gelijk aan de ZZ 1 en 2 in 
A’ en A“, ter weerszijde van AM. Hiermee is het vraagstuk 
opgelost. Er zijn twee oplossingen of 2 punten A’, wanneer 
de cirkel met den straal AM beschreven het segment, dat den 
gegeven Z. bevat, snijdt; eene enkele, wanneer deze cirkel raakt 
aan het segment; er is geen oplossing, wanneer hij het seg- 
ment niet ontmoet, 
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— 465. Twee cirkels O en O’ raken elkaar inwendig in het punt 
M; door M trekt men eene snijlijn (transversaal), welke om 
M draait, cirkel O in A en cirkel O' in B ontmoet. De 
loodlijn in B op AB opgericht en de raaklijn in A aan 
O snijden elkaar in een punt C; als men uit het punt 
; C eene loodlijn op de lijn der middelpunten neerlaat, 
verkrijgt men eene rechte, die AB in T ontmoet. Bewijs, 
dat de meetkundige plaats van het punt I een cirkel is. 


Oplossing. 


Trek O'B en OA. Deze twee 
lijnen zijn evenwijdig, en de 
LL MOB en MOA zijn gelijk ; 
hunne helften, d.i. 4 CAB en 
MEB zijn ook gelijke / / . Maar 
LZ CIB == { BEM, dus / CAB 
= £ CIB; derhalve is A ACB 
gelijkbeenig, bij gevolg IB = BA. 
Trekken we nu IO'//O'B, dan 
ligt O” symmetrisch van O met 
betrekking tot 0’, A MO’ is ge- 
lijkbeenig, dewijl hij ze A MO'B 
is, dus O'M—=0'I. De plaats van het punt I is de cirkel 
beschreven uit O” als middelpunt met O’M als straal. 





466, In den omtrek eens cirkels een punt te vinden, waar- 
van de afstanden tot twee gegeven rechte lijnen een mi- 
nimum is. J. v. D. SANDT. 
(Dr. J. Perersen, Meth. en theor,, no. 50.) 

(J. VersLuiss, Meth, Opl, Mtk. Vrgst., 2e dr, bl. 49 no. 16.) 


Oplossing. 


Gegeven cirkel M en de niet evenwijdige lijnen AB en BC. 
Men stelle, dat P ’t gevraagde punt zij, dan is PI + PL een 
minimum. Trekt men de raaklijnen DE en FE respectievelijk 
evenwijdig aan AB en BC, dan zijn Ol en KL constant, zoo- 

De Vriend der Wiskunde. V: 2 


18 


. 


dat ook PI + PK een 
minimum moet zijn. Ver- 
eenigt men M met E en 
richt men in eenig punt 
P' van ME een loodlijn 
op, dan wordt er steeds 
een geliĳkb. A gevormd, 
die de loodlijn tot basis 
heeft. In zulk een A is 
de som der loodlijnen, uit eenig punt der basis op de beenen 
neergelaten, gelijk aan de hoogtelijn op een der beenen. Nu 
is het duidelijk, dat die hoogtelijn kleiner wordt, naar matehet 
punt P’ het punt E nadert. Daar het punt der basis, waar- 
uit de loodlijnen worden neergelaten, tegelijk een punt van den 
cirkelomtrek moet zijn, zal die hoogtelijn haar minimum be- 
reiken als P' in den omtrek ligt en de loodlijn dus een raak- 
lijn wordt. Het aangenomen punt P, waarvoor PI + PK = 
HN = minimum moet dus in de lijn ME liggen. Dit leidt tot 
de volgende eenvoudige constructie : 

Trek evenwijdig aan de gegeven lijnen raaklijnen en ver- 
bindt haar snijpunt met het middelpunt. Het punt P, waarin 
die verbindingslijn den cirkelomtrek snijdt, is dan het ge- 
vraagde punt. 


Opmerking. Het punt Q, waarin het verlengde van die 
verbindingslijn den omtrek snijdt, geeft een maximum. 

Het geval, dat de gegeven lijnen evenwijdig loopen, zij den 
lezer ter oplossing overgelaten. M. Srmons. 





467. Een A te beschrijven, als gegeven zijn twee der hoogte- 
lijnen en een der zwaartelijnen (medianen). (Twee ge- 
vallen.) M. v. 0. 
(C. Krarper, Kz. Lrb. d. Meetk. L no. 663.) 

- (Perersen, Meth. & Theor. no, 247) 


Oplossing. 


Eerste GEVAL. Gegeven: Hen hoogte- en zwaartelijn uit 
één hoekpunt, benevens nog een hoogtelijn. 
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Analyse: Zij AD = DC; verleng 
BD met DH == BD en verbind H met 
A en C; dan is, omdat A ABD @ 
A HDC, vierhoek ABCH een paral- 
lelogram. Beschrijf op BH een hal- 
ven cirkel, dan is HG =CF. Dit 
geeft de volgende 

Constructie: Beschrijf op BH = 
2BD een halven cirkel. Zet daarin 
HG als koorde uit. Beschrijf evenzoo 
op BD een halven cirkel. Zet daarin BE als koorde uit. Trek 
DE en verleng die tot zij GB in A snijdt. Maak DC — AD, 
dan is A ABC de gevraagde. 

Bewijs: ABCH is een parallelogram, dus is HG = CF. 
A ABC heeft dus de gegeven hoogtelijnen en de gegeven 
zwaartelijn. 

TweEEDE GEVAL. Gegeven: Twee der hoogtelijnen en de me- 
diaan uit het derde hoekpunt. 

Analyse: Zij AD =CD; AI _l BC en CF Lt AB. Verleng 
BD met DH =—=BD en beschrijf op BH een cirkel. Verlengt 
men nu BA en BC tot zij den cirkel in G en K ontmoeten, 
dan is GH=CF en HK == AI. Dit geeft de volgende 

Constructie : Beschrijf op BH == 2BD een cirkel. Zet daarin 
HG=CF en HK == Al als koorden uit. Verbind B met G 
en K. Trek HC//BG en HA!/BK. Verbind A met C, Dan 
is A ABC de gevraagde. 

Bewijs: Vierhoek BAHC is een Snaren dus is 





HG =CF; HK = Al en AD = CD. M. v. 0. 
468. De rest der deeling van een geheelen veelterm ten aan- 
zien van g#"Wor een tweeterm van den vorm 2—a wordt 
verkregen, door in dezen veelterm x door a te vervangen. 
Bewijs dit. 
(Zie blz. 38 de vraagstukken ter toepassing.) 
Oplossing. 


Men zegt, dat een veelterm geheel is ten aanzien van x, 
als deze letter niet als noemer in een breuk voorkomt en als 
zij geen gebroken of onmeetbaren exponent heeft, 


20 


‚Zij #8 Jax’ — a? een veelterm, geheel ten aanzien van 
x, welke door # — a gedeeld moet worden en stellen haar door 
X voor. 

Als het deeltal en de deeler gerangschikt zijn naar de af- 
dalende machten van &, komt men in den loop der bewerking 
tot een rest, waarin geen term met x voorkomt, want in den 
deeler komt x tot de eerste macht voor, en in de achtereen- 
volgende resten der deeling nemen de exponenten van # stand-. 
vastig af. Noemen we het quotient Q en de eerste rest, waarin 
geen term met x voorkomt, R,‚ dan zal, welke de waarde van x zij, 

X=(r—a)Q JR 
zijn, das ook voor x =d. 
Maar als men x == a neemt, heeft men 
X,=(a— a) Q, +R 
waarin X, de waarde van den veelterm X voorstelt, voor # — a, 
en Q, het quotient aanduidt. 

Het deeltal wordt een veelterm , waarin de letter x door de 
letter a is vervangen geworden. Het quotient Q geëindigd 
blijvende, is het product (a — a) Q, nul, want a—a=0, 
en het tweede lid der formule gelijk R. 

Dus de rest der deeling van een veelterm in a door een 
tweeterm van den vorm 2 — a wordt verkregen door in dezen 
veelterm ax door a te vervangen. Als het deeltal nul wordt 
door deze substitutie, zal de gegeven veelterm door xv — a 
deelbaar zijn. 

Derhalve zal de veelterm #% J- ax? — a? door x — a gedeeld 
a? Ja? — a? of a? tot rest hebben, hetgeen gemakkelijk te 
onderzoeken valt. 

Maar de deeling van «% — 3av? J- 24° door # — a zal op- 
gaan, want de rest a® — 34% + 2a3 is g nul. 


469. Als een veelterm X, geheel ten aanzien van vz, nul wordt, 
wanneer men er successievelijk x door a en b vervangt 
(a en 5 verschillende grootheden zijnde), is deze veelterm 
deelbaar door het product (rx — a) (w — b). 
Oplossing. 
Vermits de veelterm X nul wordt, als men er # door a ver, 
vangt, is hij deelbaar door (w — a). (Zie no. 468), 
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Bijgevolg : X=(r—a0)Q. 

Deze gelijkheid, welke plaats heeft voor al de waarden van 
xv, zal waar zijn, wanneer men er # door b vervangt; maar 
volgens onderstelling wordt de veelterm X nul voor deze waarde 
van #; dus als men Q, de waarde noemt, die X aanneemt, 
als men er & door 5 vervangt, zal men hebben 

0 =(b—a)Q, 

Maar b—a is niet nul, dewijl & en a verschillende groot- 
heden zijn; dus moet Q,‚==0 zijn. Maar Q, drukt de rest 
der deeling van Q door (ew — b) uit; deze rest nul zijnde, is 
Q deelbaar door (w — b), en kan men schrijvan : Q = (z — b) Q’, 
dus na substitutie dezer waarde van Q X == (& — a) (s —b) Q. 

Q' een veelterm zijnde geheel ten aanzien van #, zal de 
veelterm X deelbaar zijn doer het product (w — a) (w — b). 


Opmerking. Men kan de eigenschap uitbreiden tot een wil- 
lekeurig aantal factoren (z — a) (w — b) (x — c), enz. 

Om veeltermen in factoren te ontbinden kan men dikwijls 
van deze eigenschap, die de uitbreiding is van de vorige (no. 
468), gebruik maken. 

(Zie blz. 38 de toepassingen.) 


470. Als een even getal de som is van twee vierkanten, is 
zijne helft ook de som van twee vierkanten. Bewijs dit. 
Oplossing. | 
Het gegeven even getal is de som der vierkanten van twee 
even of van twee oneven getallen. 
Zij 2n een even getal, terwijl m en m J- d twee geheele 
getallen zijn, waarvan de som der vierkanten m? + (m J- d)* 
gelijk is aan 27. 


3 

Dus an =m? Fm? Hd? H 2dm =2m* } 2m + SS 
2 3 2 ' 
of n= Mm? + me (nt Ham 5) +5 â 


| de, ie E d 
maar m2 dm +- zi het vierkant van m 15 en dat van «, 


dus » = (mn ENEN 
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derhalve is #, de helft van 21, gelijk aan de som van 2 vier- 
kanten. 

Men ziet, dat » de som is der vierkanten vau twee getal- 
len , waarvan het eene het halve verschil is der getallen, waar- 
van het vierkant gegeven is, en het andere gelijk aan het 
kleinste van deze zelfde getallen, vermeerderd met hun halve 
verschil, 


Voorbeeld. 34 is de som der vierkanten 5? en 3%; 
17 zal de som zijn der vierkanten van 4 (5 — 3) 
of 1, en van 3 + 1 of 4. 


Tweede oplossing. 


Als een evengetal de. som is van 2 vierkanten, dan zijn die 
vierkanten , en dus ook hun wortels, beide even of beide on- 
even. Die wortels kan men dan steeds voorstellen door a + b 
en a —b, waarbij a en b geheele getallen zijn. Nu is 

(a Jb)? HJ (a —b)? = 24° + 2b?, 
waaruit onmiddellijk het gestelde volgt. 

Uit deze formule blijkt tevens, dat de vermelde eigenschap 
even goed geldt voor een oneven getal, maar dan moet een 
der beide wortels a+ b en a —b even en de andere vneven 
zijn, dus moeten a en b dan gebroken getallen zijn. Bijv. : 

41525 H16=5? 42 =2 (4,5% H- 0,52). 


471. De onbekenden op te lossen en vervolgens a, b en c elimi- 
neeren uit het volgende stel vergelijkingen 


% m m z m 
CE en 
amtn TT bDman T man 
an Le bn cn == PN. 
(J. Versluys, Alg. Vrgst. Gevorderden, II, Gem. Vrgst. 14). 
(—______——, Gem. Alg. Vrgst. (1886), IVe afd. n°.30) 








’ 
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Oplossing. 
Voor de tweede verg. kunnen we schrijven : 


En) 


Nu is elk van deze gelijke breuken gelijk aan de som harer 
tellers, gedeeld door de som harer noemers. Dus 


Br). a 


an WR belenen De Kp 
(Eyre (8)an onse (£) 
Evenzoo y = bi (5) meme In 


p 
Hieruit is het stel opgelost. Om nu a,b en c te elimi- 


_ neeren, leiden we uit de verg. (2) En Eel 


pale) =(£ jen 
Evenzoo is Ee) = (+ eo 


5 6 m " 
Substitueeren we nu deze waarden van (E55) ‚ enz. in de 
\ a 


eerste der gegeven verg. dan krijgen we 


(E) (2 )=(E ) men tof 


mn ë mn mn m Nn 
mM + N mm NN IIET NU wam mt NN 
7 + y zi 2 =p 
J. VersLuYys. 














472, Op te lossen: z° + (y —2)* = 25, 
ye d-(r—2?=13, 2? Heg) =37 
(P: J. Bos, Lrb. d. Als. III, bl. 102, no. 168). W. 
Oplossing. 
Voor de 2e en de 3e verg. kan men schrijven 


atd yt je? — 2213 en #° dy? J-2? —2oy == 37 
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waaruit door aftrekking volgt 
ay —2az= 4 of ryz) =l2of ge zee 


Brengt men dit in verband met de le vergelijking, zoo vindt 


men ? Tk: of zt — 2D? 144 =0 


waaruit volgt : zr =12,5 dv (156,25 — 144) 
— 12,5 4 3,5 — 16 ofs9 
dus is: e= 4j—4; 353 


en y= 34 4 
Wij onderscheiden dus 4 gevallen, 
L v=4sy e= 3s 0? Jy? He? — ay = 37 
y=z—3; 16 Hz? — bet I 2 — Be J-24 37 
222 — 14e 12 =0 
zz 6=0 


ei ORO Le 
Va of — 2, 
LL rz=—4;y—e=3 rt Hy? et — ay == 31 
Hieruit vindt men op dezelfde wijze z= — 6 of — 1 
y=-—s of 2 


HIL #=3jyg emd; 2 yi 22 — Zy = 31 
Hieruit volgt: 2 = 6 of 1 


y=2of —3. 
IV. r=—3sy—eaz=ds et dy! Jet — ay = 37. 
__Hieruit volgt: z= —6 of —1 
y=? of 8. W. 


413. Van welke 5 getallen, die met hetzelfde verschil op- 
klimmen, is de som 5 en het product 945 ? 
(P. J. Bos, Lrb. d. Alg. III, bl. 105, no. 25). W. 


Oplossing. 
Wij stellen de getallen : 
v—yr—g edy en z2y, 
zoo is: 5e =5 en (r? —4y°)(w° —y°) vr = 945 
Dek (1 — 4?) (1 —y*) = 945 
Ay — Dy? — 944 —=0 
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Zr En y? — 236 =0 
3 
2 _—__ mi 
y == 16 of 14, 


nd of tzr — 50 


Voor de 2 reöele waarden van y, vinden wij dan als reeksen: 
—{, —3, 1,5 en 9, 
of: 9,5, 1, —3 en —7. 
W. 


474, Welke geheele positieve waarden kan men aan # geven, 


opdat de EE 8 ze en Ei tegelijk geheele 











getallen worden ? M. v. 0. 
(W. H. Wrisseraink, Vrgst. t. Oef. id. Alg. III, Afd. IV, 
no. 110). 
Oplossing. 
"side Eee 
B Bn ad-1 ze en 8 ‚ zoodat aan de vraag voldaan 
zal zijn, als en ZE 8 en en geheele getallen zijn. 
Stel Ee os eid, dan is 
B n—=bet1, 2 = TW —3 
El DIEN 
, 35 r=sw—lJ 5 
yJ1 wl 
ard Zg =% 
y= — 1 wiu l 
en wv =—= 2 —2 s=lud-2. 
zoodat 5v —2—=6et1l en 6e J 1 == 7u 2 moet zijn 
5v —= 6e +3 62 = Tu J1 
zz=ud el 








6 














22 uil 
5 fas GRT 
z=btd-2 « u—= bs —1 
z= sl 
derhalve Bt J2=7s—1 
é Pee 
—_ DR 
Gee 
5 En 
2s == br J- 3 
DEE 
rl | 
9 Sn 


d r=?2p—l,s=ip—l, 2= 3 — 8 
en x= be 1==210p — 47. 
Voor Delen ONZ: 


x= 163, 373, 583 enz. M. v. 0. 
Tweede oplossing. 
I II II 
3e 11 = 5 voud Tx — 18 == 6 voud Ir + 10 = 7 voud 


126r J-462=210voud 245e — 455 = 210 voud 270e + 300 = 210 voud 
Door optelling van I, II en III bekomt men: 
64lx J- 307 == 210 voud 
630r —+- 210 == 210 voud 
Ile +J- 97 == 210 voud. 
Stel 11x 97 —= 210p, dan is: 





AALO on pd 
Ri . 
— 210p — 9 
Stel LS =g, dan is p=ligdtmre Ee 
— 210g + 163. 
Voor g=0, wordt » = 163 
gl he LOO 


„qm TE 163 ON 
VAN DER War & VERBORGH. 
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+415. De som der derde machten der getallen 1, 2, 3,.... is 
gelijk aan het vierkant der som dier getallen. 
Bewijs dat, zonder behulp der theorie der rekenkun- 
dige reeksen van hoogere orde. J. Kooy. 
| Oplossing. 
Bewijs: Nemen wij aan, dat het bovenstaande voor „ — 1 
getallen doorgaat, dan willen we bewijzen, dat het ook voor 
n getallen geldt. 


. 14-28 4-38 L48L.,... (n — 23 +(n—1 = 
(1234... Nn — 2) A(n 1)... (1) 
MESA Sn. (n— 1)? Ant = | 
11-234... Ct Der A (2) 


t Eerste lid van verg. (2) is „° grooter dan dat van verg. (1). 
Ontwikkelen wij de tweede leden van de verg. (1) en (2), dan 
komt elke term van de eerste ontwikkeling ook voor in de 
tweede. In de laatste ontwikkeling komen bovendien voor de 


producten 2(1 Xx), 2(2 Xn), 2(3 Xn), .....2n—l1n, 
benevens °. 
2(1 X 7) + 2(2 Xn) J- 2(3 Xn) + ..... + An — In = 
2H(1 Xx) + (2 Xn) F.D = 
2123... + (n —1))]n} =n°(n — 1). 


Deze laatste som, met „° vermeerderd, geeft n°. Het tweede 
lid van verg. (2) is dus ook „n° grooter dan dat van verg. (1). 
Gaat de stelling dus door voor n— 1 getallen, dan is zij ook 
waar voor #” getallen „=—=(n— 1) 1. De stelling geldt 
voor één getal — 1 —,-dus ook voor 2, 3, 4, enz. , zoodat zij 
in t algemeen waar is. 

Opmerking. Wij hebben hier de methode van Bernoulli 


gevolgd. J. Kooy. 
_ Tweede oplossing. 
Merken wij op dat 


krk 

3 =3 1? 
326% —3* 
48 10° —6* 


s E Het | ze in | Ô 
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Telt men de overeenkomstige leden dezer vergelijkingen op, 
dan verkrijgt men in het eerste lid der som 


1323433... J- „3, 
terwijl in het tweede lid de termen beurtelings tegen elkaar 
wegvallen en alleen de voorlaatste term overblijft, nl. : 


lama | zoodat 1e 420 datz [Eni 


J. PosruuMmus. 


476. Bereken # en y uit de volgende vergelijkingen : 
UV yy =40 vyd y? = 1312, 
(Eindex. H. B. Scholen, 1889.) 





Oplossing. 
Uy + y = 40, zy Jy? =1312 
vyd 2aeyrvy dy? = 1600 2xyv y= 288 
v°y dy? =1312 viy—2oyvy dy? = 1024 
2ryvy E09 (evy — y)* = 1024 
Uy —Yy == 
maar 2 y Jy = 40 


dus” y= 4 On 
waarna men vindt #,=—= 18 en #, —= 5: 


477. Twee lichamen A en B gaan elkander tegemoet uit twee 
plaatsen P en Q, die 6000 meter van elkander verwij- 
derd zijn. A vertrekt uit P 12 minuten later dan B uit 
Q, en de ontmoeting heeft plaats op de helft van den 
weg. A legt in 2 minuten 25 meter meer af dan B. 
Wordt gevraagd naar de snelheid per minuut van A en B, 
(Eindex. H. B. Scholen, 1889.) 


Oplossing. 


Stel de snelheid van B per minuut x M., dan is die van A 


3000 3000 


(w + 12,5) M., zoodat Re =— 12, waaruit na her- 
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leiding z? + 12,54 — 3125 =0 env =50, zoodat de snelheid 


van B 60 M, en die van A 625 M. per minuut bedraagt. 
M. Srmons, Z. V.S. 


4718, Bereken met behulp van logarithmen : 
y ( DTO 0,89425"""). 
(Toel.ex. Kon, Mil. Acad , 1889.) 


Oplossing. 


A pw (0,05793 vid 08942508) = We) 


log # = — 1,8679 log 0,05793 —= — 1,8679 (0,7629C — 2) 
— 1,8679 Xx 1,23710 
log log # = log 1,8679 + log 1,23710 = 
=— 0,271356 J- 0,092405 —= 0,363761 
loge = 2,31078 en rz = 204,54 
log y = 3,628 log 0,89425 — 3,628 (9,95145 — 10) 
log log y — log 3,628 +- log.(9,95155 — 10) 
— 0,55967 + (8,68619 — 10)n 
=— (9,24586 —10)n 
log y = — 0,17614 == 9,82386 — 10 
u = 0,6666 


aen 7 log (w —y) = log (204,64 — 0,6666) 
| 
=i log 203,8734 = 7 X 2,30936 = 0,57 734 
A = 3,77866. 


419. Herleid tot de eenvoudigste gedaante : 
pe ane (ab) "yy |28a ok Ga (| 
(Toel.ex. Kon. Mil. Acad, , 1889). 
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Oplossing. 


ee ol =2 —3 + —l 
[> E35. 7E (ab) "284? 1 (b—0) 


Re 


E 


Eis 1 Ei a Lee et eel 
=2"7,39,7 17 (ba) E28. TTT (ba) PS 





[| 


a5,3t, af Cn 
\5 Ws 
F7 je 8 he (b a) 


Ja En A8 


Dn zee 


JE 





vo |= 
3* Oa (b— a) 


480. Twee plaatsen A en B zijn door een weg verbonden. 
Des ochtends ten 3 uur rijdt een wielrijder uit A naar B, 
ten 7 uur een ander uit B naar A. De laatste rijdt met 
eene snelheid van 15 K.M. per uur. Ten 9 uur passeeren 
beide personen elkaar. 

Wanneer nu de eerste 1 uur vroeger te B aankomt, 
dan de tweede in A, vraagt men naar de snelheid van 
den eerste en naar den afstand der plaatsen. 

(Toel.ex. Kon. Mil. Acad., 1889). 


Op lossing. 


Zij C den wielrijder uit A en D dien uit B. C heeft op het 
oogenblik der ontmoeting 6 uur en D 2 uur gereden. C komt 
1 uur vroeger te B dan D te A. C heeft dus voor den ge- 
heelen weg 3 uur meer noodig dan D. Is de snelheid van C 
v K.M. per uur, dan is de weg 6x + 30 KM. lang. Men 


He dns Oet SO ERO EEn 
x 15 
waaruit 64? — 154 — 450 == 0 
5 1225 1 
NL en _ 
en Den i SE, 16 10 of U: 


C legt dus per uur 10 K.M. af en de weg is 90 KM. EE 
(De negatieve waarde van rx heeft geen beteekenis). 
M. Simons. 


sl 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN , 


„waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


„CI. Een driezijdig prisma door een vlak zoo te snijden, dat 
de doorsnede @ een gegeven A zij. 

(RKouché et De Comberousso, Traité de Géom. IL, Livre VL. 
(2e éd.) n°. 680; Idem 5e éd, (1883) n°, 655.) J. v. T, 


Oplossing. 


Met een pas- 
ser kan men de 
afstanden der 
ribben van het 
prisma meten, 
waardoor de 
drie zijden der 
rechte _door- 
snede bekend 
worden. 

Na deze eer- 
ste constructie 
nemen we op 
een der op- 

NN “staande ribben 
een punt A aan, Ten wij etste: dat de vlakken 
der rechte isa en der gevraagde doorsnede gebracht zijn 
en wentelen het prisma volgens de ribbe, die het punt A be- 
vat, om. Als men dan het zijdelingsch oppervlak van het 
prisma uitspreidt op een willekeurig vlak, dat door deze ribbe 
gaat, dan zal de rechte doorsnede een rechte lijn ABCD wor- 
den, en de opstaande ribben, die door de punten B en C gaan 
zullen vallen op de loodlijnen BP en CQ op de rechte ABOD. 
De ontwikkeling der gezochte doorsnede zal de gebroken lijn 
AEFD zijn, 

De punten A en D, en de rechten BP en CQ kunnen ge- 
construeerd worden; en, als men op deze laatste rechten de 
punten KE en F bepalen kon, dan zou men de afstanden ken- 
nen tusschen de punten E en F' der gezochte doorsnede AEF 
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en het vlak der rechte doorsnede; maar dan zou het vraag- 
stuk opgelost zijn. 

Dat vooronderstellende, beschrijven we twee cirkels uit E en 
F als middelpunten met EÁ en FD als stralen; deze cirkels 
zullen elkaar in twee punten G en H, en de rechte AD in de 
twee punten A’ en D', respectievelijk symmetrisch van A en 
D met betrekking tot BP en CQ, snijden. 

Trekken we ook de gemeenschappelijke koorde GH, die in 
L loodrecht staat op de lijn der middelpunten EF'; vervolgens 
trekken we de rechten GE en GE, 

De A GEF is @2 met den gevraagden A, en de rechte GL 
is de overeenkomstige hoogte op de basis EF. Er volgt uit, 
dat de verhoudingen van EL en LG tot LF bekend zijn; en 
bijgevolg als men op FE eene lengte LM gelijk aan LG neemt, 
en dan door de punten L en M de rechten SI en UT even- 
wijdig aan BP trekt, zullen de verhoudingen van Bl en TI 
tot IC bepaald zijn. Men kan dus zeggen, dat de punten L 
en M op twee bekende rechten SI en UT liggen. 

Merken we nu op, dat men het ontmoetingspunt K der twee 
rechten AD en GH kan bepalen. Het punt K, dat op de 
machtlijn (chordaal of radicale as) der twee cirkels der figuur 
ligt, heeft eene gelijke macht met betrekking tot de twee paren 
punten (A, A), (D, D'). Als men dus door de twee punten 
van elk paar een willekeurigen cirkel trekt, en men het punt 
K bepaalt, waar de gemeenschappelijke koorde der twee cir- 
kels AD snijdt, zal dit punt het gevraagde punt zijn. / 

Door twee verschillende uitdrukkingen der macht van het 
punt K te vormen met betrekking tot de twee cirkels der 
figuur, heeft men : 

LG? — LK? =BA? — BK? 
of, door LG te vervangen door LM, 
LM? — LK? —= BA? — BK? 

Als men eindelijk MK trekt, heeft men een rechthoekigen 
A LMK, die aan de volgende voorwaarden voldoet: 

Een der hoekpunten der scherpe hoeken gaat door een vast 
punt K, de twee andere hoekpunten liggen op de gegeven 
onderling evenwijdige rechten UT en IS, en het verschil der 
vierkanten der rechthoekszijden is bekend. 
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De oplossing van het vraagstuk is nu teruggebracht tot de 
oplossing van het voorgaande vraagstuk, want de punten M 
en L bekend zijnde, zullen de ontmoetingspunten der rechte 
LM met de rechten BP en CQ de gevraagde punten E en F zijn. 

Voor de oplossing van dit vraagstuk wordt verwezen naar 
no. 501 (blz. 36) in dit Tijdschrift. 


CIV. Een A te construeeren àls de basis en de bissectrices der 
basis ZZ gegeven zijn. | 
AM. Ans. em, “V, 
Oplossing. 
Zij van A ABC gegeven de basis BC == a, de bissectrices 
der basis // BD =p en CE —=g. Stel AC =xven AB =g. 
Men heeft nu 





2 er Der 2 wat 
ne ee), reen): 
Hierin is EEE Ss - z= 5, s—y EEN qe 

2 





nar tde) 1 NT {EN 
Ee B Vaylatyde)laty—e) 


5: ĳ BREE Ee EEN ENEN 
te = EE P_ B Vavladvty)(ade—g) 


_ Uit deze 2 een met 2 onbekenden moeten nu z 
en y gevonden worden. Men heeft verder 


Ay t(aty) —r'| _ ar (a +- 2)? —y°} 


En en gi 
ä (a +9) d (a + 2) 
waaruit na herleiding 
ays + (24° — p°)y? + (a® — Zap? — ax?)y — ap? =0.. (1) 


en an? + (2a° — g°)r? J- (a*— 2aq* —ay°)e —a°q?=0. (2) 
Uit vergelijking (1) kan nu eene waarde voor y gevonden 
worden, uitgedrukt in a, p en z. Na substitutie dezer waarde 
in vergelijking (2) kan deze worden opgelost en vindt men 
eene waarde voor z. Het vraagstuk is dan opgelost. Omdat 
de vergelijkingen (1) en (2) van den derden graad zijn, zul- 
len de wortels voor gegeven getallenwaarden van a, p en q 
kunnen gevonden worden , zoodat dan eene constructie OE 
wordt. (Eene element. opl. houden wij voor onmogelijk.) 


De Vriend der Wiskunde. NV. 9 
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GOEDE OPLOSSINGEN , 
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H. Klein, 472, 473, 477 , 480. 
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L. Navis Hzn., 473, 475—480, 
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zijn overgebracht, samengesteld, dat als eene aanwinst voor de 
litteratuur van dit vak te beschouwen is. 

Het is duidelijk en niet te moeielijk geschreven, zoodat het 
door studeerende onderwijzers, die met deze nieuwere theorieën 
wenschen kennis te maken, te gebruiken en door liefhebbers 
der wiskunde, die niet meer aan gezette studie doen, gemakke- 
lijk te lezen valt, 


J. G. Zimusrra, Het Rekenonderwijs in de Lagere School. 
Eene methodische schets ten dienste van kweekelingen en 
jonge onderwijzers. (144). Arnhem 1890, K. van der Zande, 
Firma Stenfert Kroese & van der Zande f1,—, geb. f 1,25. 


Deze methodische schets is een boekje voor iedereen, die aan 
de theorie en de practijk van het rekenen doet. Naast eene streng 
methodische handleiding bij het rekenonderwijs zal zij Rngeen 
een goeden dienst bewijzen, 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 1sten April 1890 franco bij 


501. 


502. 


508. 


504. 


505. 


506. 


507. 


den Redacteur A.J. vAN BREEN fe Arnhem 
worden ingewacht. 


Een rechthoekigen A te construeeren, als het verschil 
der vierkanten der twee rechthoekszijden gegeven is, en 
men weet, dat een der hoekpunten der twee scherpe hoe- 
ken standvastig is, terwijl de twee andere hoekpunten 
op onderling evenwijdige rechte lijnen gelegen zijn. 
Aan twee cirkels trekt men een inwendige en twee uit- 
wendige raaklijnen. Bereken het oppervlak van den A 
door deze drie raaklijnen ingesloten, als de afstand der 
middelpunten =—= a en de stralen R en r gegeven zijn. 
J.C. Ecenr. 
a) De omtrek van den regelmatigen omgeschreven 2n- … 
hoek is harmonisch middelevenredig tusschen de omtrek- 
ken van den regelmatigen ingeschreven en omgeschreven 
n-hoek van denzelfden cirkel. 
b) De omtrek van den regelmatigen ingeschreven 2n-hoek 
is middelevenredig tusschen de omtrekken van den regel- 
matigen ingeschreven n-hoek en den regelmatigen omge- 
schreven 2x-hoek. H. SiersMA, 
(C. Knapper, Kz., Lrb. d. Meetk. I no. 639). 
Géef een kenmerk van deelbaarheid voor het getal 61 op. 
(J. Versluys, Deelbh. en Rep. br. $ 11, no, 3.) 
a) Een getal is deelbaar door 4, als het cijfer der een- 
heden opgeteld bij tweemaal het cijfer der tientallen een 
som oplevert, die deelbaar is door 4. 
b) Zoek een dergelijk kenmerk van deelbaarheid voor den 
deeler 8 op. 
(J. Versluys. Deelbh. en Rep. br. $ 11, no. 4 en 5.) 
Op-te lossen: 4PAAA Tr 2e Ed 
(P. J. Bos, Lrb d. Ale. III, bl. 35, no. 75.) W. 
Wanneer men op de zijden AB, BC en AC van eenen 
ABC de stukken AD, BE en CF neemt, zóó dat 
ARAB BC 


AD = —, BE = — en CF = Gek is, vervolgens op de 
n __n n 


508. 


509. 


510. 


BEL, 


512. 


513. 


514. 
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zijden DE, EF en FE van den dus En A DEF 


de stukken EI, FG en DH neemt, zóó dat El= er 


FG Sen en DH = en is, dan zijn de lijnen HI, IG 
en GH evenwijdig met de zijden van den oorspronkelij- 
ken A. C. A. Crkor. 

Eenen’ A ABC construeeren, zóó dat AB door een ge- 
geven punt D, BC door een gegeven punt Een ke door 


een gegeven punt F gaat, en verder dat AD —= Z AB, 


_BE = 5 BD en Cr} CA is. C. A. Cikor. 


PRIJSOPGAVEN. 4. 


Als een getal niet deelbaar is door 5, is zijn vierkant, 
vermeerderd of verminderd met 1 , deelbaar door 5. Be- 
wijs dit. 
Als een getal niet deelbaar is door 7, is de derdemacht 
van dat getal, vermeerderd of verminderd met 1, deel- 
baar door 7. Bewijs dit. 
Als a,b en ce drie verschillende getallen zijn, welke 
Macer aan de betrekkingen 
as dpa d-g=0, b3 + pbt-gq=Oenc! + pe tg =0, 
bewijs dan, data + b Jc = 0. 
Vereenvoudig de uitdrukking 
a? b3 Ge 

EE PS crd) (c —b) 
Bereken de zijden van een rechthoekigen A, als de om- 
trek = 2 $ en de inhoud —=a* gegeven zijn. 
Als a, 6’, « de lengten der medianen van een willekeu- 
rigen rechthoekigen A zijn, vraagt men tusschen deze 
drie grootheden een betrekking te vinden, welke voor 
elken rechthoekigen A geldig is. 


515. 


516. 


517. 
518. 


510. 


520. 
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PRIJSOPGAVEN. B. 
Bereken de waarde van # uit 


Ln 
164 , 964? 49 
En hor "at ne 49 ze TE Tm 

Uit een vol waterreservoir neemt men tweemaal achter 
elkander telkens 30 HL. meer dan de helft van den in- 
houd , zoodat er ten slotte slechts 30 HL. in blijft. Hoe 
groot was de oorspronkelijke inhoud en hoeveel werd er 
telkenmale ne 

De Ei 6a (a +5) 


DR rJ- ba ble + 5a)' 


In eene A reeks met positieve termen, welke 


Bereken # uit —- 





En verschillen , bedraagt de som der eerste » termen 81; 


wordt hierbij de som der volgende vier termen opgeteld, 
dan verkrijgt men 124, Hoe' groot is „ en de eerste 
term der reeks ? 

Construeer een rechthoekigen A uit het verschil tusschen 
de hypotenusa en eene rechthoekszijde en uit den scher- 
pen hoek aan die rechthoekszijde. 

Bereken het oppervlak van een omgeschreven regelmatigen 
achthoek, als de straal van den cirkel R —= 14 M. is. 


ALGEBRAISCHE VRAAGSTUKKEN. 
Toepassingen op de eigenschap in No. 468 bewezen. 


De rest der volgende deelingen te vinden zonder de deeling 
uit te voeren. 


deden 


PAT 


” 


(a8—1) : (a—1) 

(w5 +1): (wl) 

(a® +55): (a—b) 

(a? Lb?) :(a +0) 

(Ba? J- 5a?—6a): (a— 

(6a*—3a® b J- 2a° Es Jb): (a +5) 
(6x6—85u3 J- 56L*—5672 J- 352 —6) : (x ge 2) 
(@5—3bot J 5b?r38b3aut H 6btr—4b5): (w— —25) 
Toepassingen op de eigenschap in No. 469 bewezen. 


De veelterm z? J- #—2 in tweetermige factoren te ontbinden. 


»” 82 De an 6 ” ” » » 
„ at—2a3 J- 5a2—8a 4 ’ 5 
„ 38 + 1772 J 1878 B 8 A 
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Ingezonden natuurkundige vraagstukken , 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


(Oplossingen voor 1 April 1890 inzenden.) 


Met welke snelheid moet men van eene hoogte van 78,4 
M. boven ’t oppervlak der aarde een steen verticaal naar 
boven werpen, opdat de steen na 8 seconden de aarde bereikt? 
(W. H. Wr…ssrrink, Natk. Vrgst. 1, no. 52.) 
Een schip, dat een snelheid heeft van 1,2 M. per seconde, 
wordt tegengehouden door een kracht, die de snelheid met 
0,1 M. per seconde verminderd. Hoe ver zal het schip 
nog voortvaren na het begin der tegenwerkende kracht ? 
(J. VersLuys, Rek. Vrgst. Gev. S 30 no. 7), (Jutfaas 1879.) 
Een drijvende iĳsberg heeft vrij nauwkeurig de gedaante 
van eene regelmatige driezijdige pyramide. Als de breedte 
langs de waterlijn wordt gemeten op 20 M. en de hoogte 
op 15 M., hoe zwaar is dan de geheele ijsmassa ? 
(Soort gew. =— 0,9 en zeewater — 1,05.) 
(J. VersLuys, Rek. Vrgst, Gev. S 30 no. 8), (Korten- 
hoef 1887.) 
Wanneer iĳs een temperatuur heeft van 5° C onder O, 
welke temperatuur heeft het dan volgens den thermometer 
van Fahrenheit ? 
(J. Versuuys, Rek. Vrgst. Gev. S 30 no. 9), (Waterland- 
kerkje 1863.) 
Een hefboom is aan de uiteinden met gewichten belast, 
Laat men die gewichten onderling van plaats verwisselen, 
dan moet men om het evenwicht te herstellen, het kleinste 
333 kilo verzwaren, of het grootste 27 kilo verlichten. 
Welke gewichten hangen aan dien hef boom? (N.B. ’t Ge- 
wicht van den hefboom is buiten rekening gehouden.) 
(J. Versuuys, Rek. Vrgst. Gev. S 30 no. 10) (Enschede) 
Een lichaam, waarvan ’t S. Gew. 2,5 is, weegt in de lucht 
9 KG. en in zekere vloeistof 6 KG. Hoeveel weegt het 
in een mengsel van 3 deelen van die vloeistof en 1 deel 
water, als er bij de vermenging van de vloeistof in die 
verhouding tot water +} verdichting plaats heeft ? 
(J. VersLuys, Rek, Vrgst. Gev. S 30, no. 11.), Bussum 1885.) 
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Ingekomen vraagstukken, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


Schriftelijk werk van ’t examen voor de hoofdakte 
te Leeuwarden (1889). 


Rekenkunde (2} uur.) 


Als drie grootheden A, B en C met eenzelfde verschil af- 
dalen, en omgekeerd-evenredig zijn met de getallen 2, 5 en 
x, hoe groot is w dan? 


. Als gegeven is: 


(ma? J-2nb?): (me? J-nd°) zat :e?, 
dan is ook: (ma? — nb°): (mc? — nd°) = ab: ed. 
Bewijs dat. 


. Á en B, die eene firma vormen, leggen respectievelijk 


f 20000 en f 30000 in. Van de winst zal elk hunner 
vooraf 5 pCt. rente van den inleg genieten, terwijl van de 
rest A f 3 tegen B f 4 zal ontvangen. Als A nu in ’t ge- 
heel @; van de totale winst krijgt, hoe groot was dan die 
totale winst ? 

Van twee kapitalen, die zich verhouden als 2 tot 3, staan 
de renten tot elkaar als 3 tot 4 en de tijden gedurende 
welke ze uitstaan als 6 tot 5. In welke verhouding zouden 
de renten staan, indien de percenten onderling verwisseld 
werden (de verhouding der kap. en der töden natuurlijk 
dezelfde blijvende) ? 


. Van een kubus is het verschil tusschen eene diagonaal op 


het oppervlak en eene ribbe = 2 dM. Benader de lengte 
van ‘eene lichaams-diagonaal tot op een halven millimeter 
nauwkeurig. (De becijfering in haar En in de oplossing 
op te nemen.) 

Als 


Ti is, y recht-evenredig afhankelijk is 


2y° J 32 
5 


van 2, en # omgekeerd-evenredig afhankelijk is van f, op 
welke wijze hangt « dan af van 4? 

NB. Zoo mogelijk, geve men verschillende oplossingen 
van een paar vraagstukken. 
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Stelkunde (14 uur.) 
1. Herleid: 


( et | El dl 1 zalen 
BX 2 X5° 2 XD J- 2 
2. Los # op uit: 
rt — ar J- 2 — 2a? J 5a —3 == 0, 
3. Iemand leent f 10000 tegen # pCt. ’s jaars; na een jaar- 
betaalt hij aan kapitaal en rente f 4000 af en nog een jaar 
later weer f 4000, waarna hij nog f 2656 schuldig blijft, 


bereken «. | 
Meetkunde (2 uur.) 


1. Bewijs, dat de zijde van den ingeschreven regelm. tienhoek 
gelijk is aan het grootste stuk van den in de u. en m. 
reden verdeelden straal. 

2. Het oppervlak van een regelm. 12-hoek, beschreven in een 
eirkel, is a° ; bereken het oppervlak van den regelm. 4-hoek, 
beschreven in denzelfden cirkel. 

3. Construeer een trapezium als gegeven zijn: het verschil der 
evenwijdige zijden, het verschil der opstaande zijden, de 
som der hoeken aan de basis en een der diagonalen. 


CV. Als het product der diagonalen van een vierhoek gelijk 
is aan de som van de producten der overstaande zijden, 
dan is die vierhoek een koordenvierhoek. 

(C. BREE, Kz., Lrb. d. Mtk. I, $ 283, no. 507°) 
MvO: 

CVI. Ben omgeschreven 2n + 1 hoek is EREA als zijue 
zijden gelijk zijn. 

(C. Krarper, Kz., Elanimetrie; & 295; no. 516.) 
Nv 2 

CVII. Als men in een regelmatigen vijftienhoek het eerste hoek- 
punt verbindt met het vijfde, het vijfde met het negende, 
enz., telkens drie hoekpunten overslaande, dan is de zijde 
van den regelmatigen stervormigen vijftienhoek, dien men 
verkrijgt, uitgedrukt in den straal des omgescheven cirkels, 


gelijk aan R (10 4 25) —3 +15. 
(C. Krareer, Kz, Lrb. d, Mék. I, S 308, no. 546.) M.v.O. 
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Schriftelijk Werk van het toelatings-examen 
voor de Kon. Mil. Acad., 1889. 


Rekenkunde (14 uur.) 


1. Zie: De Vriend der Wiskunde no. 496. 
2. Om te onderzoeken of een getal deelbaar is door 7 , laat 


1 


d. 


men het cijfer der eenheden weg, na het aantal duizend- 
tallen met dat cijfer verminderd te hebben. Naar gelang 
de aldus gewijzigde rest van het getal al of niet deelbaar 
is door 7, is het geheele getal er al of niet door deelbaar. 
Men vraagt dit te bewijzen. 

Een herbergier koopt een partij jenever van 60 L. voor 68 
eent de Liter, terwijl het aleohol-gehalte 30 pet. bedraagt, 
en vermengt die met eene tweede partij, die hem op 94 
cent de Liter komt en eene sterkte heeft van 40 pet. Zoo 
hij nu dit mengsel met water aanlengt tot het nog 25 pet. 
alcohol bevat en dan voor f 1,015 de Liter verkoopt, wint 
hij 75 pet. van zijn geld. Hoe groot was de tweede partij ? 

Stelkunde (15 uur.) 


8 Vraagstukken (De Vriend der Wiskunde no. 478, 479, 480). 


Meetkunde (2 uur). | 

Van een driehoek ABC is de hoek A == 60°, de omliggende 
zijden zijn gelĳk 5 en 8 c.M. Bereken de lengte van de 
lijn, die het hoekpunt A verbindt met het middelpunt van 
den aangeschreven cirkel des driehoeks, die binnen hoek 
A gelegen is. , 
Wanneer in /\ ABC AD : DO = m : n en BE: BC = 
m : n en door het snijpunt F' der lijnen AE en BD de lijn 
HG |, AB wordt getrokken, vraagt men te bewijzen, dat 
HF —= FG is, en te berekenen in welke verhouding elk 
dezer lijnen staat tot AB. 
Van een stomphoekigen driehoek ABC zijn de zijden AB 
= 17, BU = 21 en CA == 10 cM. De lijn, die uit het 
hoekpunt A door het middelpunt vaan den geschreven 
cirkel des driehoeks “wordt getrokken, snijdt Gn omge- 
schreven cirkel des driehoeks in D. 

Bereken de lengte van de lijn, die het punt D verbindt 
met het middelpunt van den ingeschreven cirkel. 
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Schriftelijk werk van het toelatings-examen voor 
Willemsoord 1889. 


Rekenkunde (2 u. 30 m.-—4 u.) 


„ Iemand moet een getal deelen door 42 en deelt het daartoe 
eerst door 2, daarna door 3 en eindelijk door 7. De eerste 
deeling gaat op, bij de tweede is de rest 2 en bij de derde 5. 
Wat zou de rest geweest zijn, als hij dadelijk door 42 ge- 
deeld had ? 

‚ Wanneer men een breuk vereenvoudigt, dan is de som 
der tellers van de oorspronkelijke en de vereenvoudigde 
breuken 161, en de som der beide noemers 259. Welke 
was de niet vereenvoudigde breuk ? 


„. Hoeveel dagen is het 5 deel van 3 jaar, 20 weken 4 dagen 


12 uur 13 minuten en 20 seconden ? 

Hoe laat is het tusschen 8 en 9 uur als de lijn, die het 
middelpunt van de wijzerplaat met de 5 vereenigt, den 
hoek, dien de uur- en minuutwijzer te zamen maken, 
middendoor deelt ? 

. ’s Morgens ten 7 u. vertrekt een voetganger uit P naar Q 


met een snelheid van Be K.M. per uur. Ten 8 u. vertrekt 
een rijtuig uit dezelfde plaats in dezelfde richting met een 


snelheid van io K.M, Op den weg is een tol. Zoo de 


voetganger de tol bereikt 24 minuten nadat het rijtuig daar 
gepasseerd is, vraagt men den afstand in K.M. van P tot 
aan de tol ? 


‚ Bereken de waarde van: 


Uig: 18 — 6,26 (46-104): 4 


9,583 KL Xx 
Stelkunde, Van 9 u.—10 u. 30 m. 





2m Ed 2 
Tan 24 (ERTL) bes as*Ips+1 44 gat 1 1_ op rh 


3 2(2— . N 
Tb! * Eget 4e ED ig de eene factor 242 * | — a 


ACT *; welke is de andere ? 


t4 


2. Herleid zonder gewoon te deelen : 
ve H8y3 Lry d-2y) #3 — By — Orle — 2) 
vJ- 2y ) v— 2y 
3. Verdrijf de wortelteekens uit den noemer van den vorm: 
28, 
3L 5 — (44 H-v15) 
A en 6. Zie: De Vriend der Wiskunde no. 495 en 450. 
5. Bepaal tot op een duizendste On zooveel mogelijk 
door verkorte bewerking P’68. 


Meetkunde. Van 11 u.—12 u. 30 m. 


1. In een rechthoek, waarvan de zijden a en b zijn, trekt 
men een lijn evenwijdig aan eene der diagonalen. De om- 
trek van den driehoek, die hierdoor wordt afgesneden, be- 





draagt En de van den omtrek des overblij venden vijf hoeks. 


Bereken de lengte der deellijn en construeer haar. 

2. De opstaande zijden van een’ gelijkbeenigen driehoek, waar- 
van de basis — b de hoogte — Ah is, worden elk verdeeld 
in stukken, die zich verhouden als 1 : 2, waarbij de kleinste 
deelen aan den top liggen. Vervolgens vereenigt men de 
deelpunten met de overstaande hoekpunten aan de basis; 
hoever ligt het snijpunt dier vereenigingslijnen van de zijden 
des. driehoeks ? 

3. Van een trapezium zijn bekend , behalve de bovenzijde, de 
loodlijnen uit de twee bovenste hoekpunten op de zijden 
neergelaten (of op hun verlengde). Bereken de basis. 


Eindexamen der hoogere burgerscholen in 1889. 


Stelkunde (3 uur). 
2 Vraagstukken, zie: De Vriend der Wiskunde no. 416, 477, 
Meetkunde (3 uur). 


1. In een gegeven cirkel, die M tot middelpunt heeft, is AB _ 
eene middellijn en C een gegeven punt, op de middellijn 
gelegen, tusschen A en M. Door het punt C is eene lijn 
CD getrokken loodrecht op AB. Men vraagt door het punt 
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A eene koorde AE te trekken, die de loodlijn CD snijdt in 
een punt F zoodanig, dat het stuk FE eene gegeven lengte 
b heeft. AM =r en AC =a. 
„‚ ABCD is een parallelogram. De cirkel, die door de hoek- 
punten A, B en D gaat, snijdt de diagonaal AC of haar 
„verlengde in B. Bewijs dat AB? + AD? — AC x AF. 
„‚ Van eene regelmatige, vierhoekige piramide is elke ribbe 
van het grondvlak 10 d.M. en de hoogte 12 d.M. Op wel- 
ken afstand van den top moet een vlak, evenwijdig aan 
het grondvlak, gebracht worden, opdat in de overblijvende 
afgeknotte piramide een bol kunne beschreven worden; en 
welke is de verhouding tnsschen de inhouden van dien bol 
en de afgeknotte piramide. 


Schriftelijk Werk van het examen voor de acte van 
Hoofdonderwijzer te Batavia, 1889. 


Rekenen. 


‚ Herleid de evenredigheid # —1:a—-2—=a—2:e—84 
tot den vorm IE 
zonder van de hoofdeigenschap gebruik te maken; geef de 
eigenschappen op, waarvan ge gebruik maakt. 
1 1 1 1 
‚ Sommeer de reeks ori — ari Pnt El in 
enz. 
‚ Twee stukken laken van gelijke kwaliteit staan tot elkander 
in lengte als 5:4, Het eerste wordt verkocht tegen f 4,75 
en ’t tweede tegen f 5,50 den meter, Als de winst op de 
beide stukken samen f 3,75 is en het verlies op het eerste 
tot de winst op het tweede stuk staat als 5 : 8, vraagt 
men naar de lengte der stukken. 
. Â, B, C en D handelen met f 15000, waarvan A en C 
samen f 5000. Hunne kapitalen, die eene meetkundige reeks 
vormen , staan uit respectievelijk tegen 4, 44, 5 en 53 pet. 
en brengen na zekeren tijd f 5134 (f 5134?) op. Hoelang 
hebben ze uitgestaan ? 
‚ Van een meetkundige evenredigheid is ’t product van alle 
termen 8100; dat van de termen der eerste reden 30, ter- 
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wijl de 4e term 8 maal zoo groot is als de eerste, Welke 


is die evenredigheid ? 
Vormleer, 


1. Van een rechten cirkelvormigen kegel is de middellijn van 
het grondvlak 12, de hoogte 8. 
Men vraagt hoeveel graden de sector bevat, die het 
mantelvlak vormt ? 
2. Een stuk land heeft de gedaante van een rechthoekig tra- 
_ pezium. — De lengte der drie zijden, die de twee rechte 
hoeken maken, is 120, 148 en 208 dM, waarvan de twee 
laatsten tegenover elkander liggen. Men wil dit land in 
twee gelijke deelen verdeelen door een sloot, die in de 
langste der gegeven zijden 72 dM, van den rechten hoek 
zal beginnen. Hoelang zal die sloot wezen en hoever zal 
zijn eene uiteinde van den stompen hoek verwijderd zijn ? 
3. Een rechte cirkelvormige cylinder en een bol hebben dezelfde 
middellijn en hoogte. Hoe verhouden zich de oppervlakten 
en de inhouden dezer lichamen ? 


Toelatingsexamen voor de machinistenschool te 
Hellevoetsluis 1889. 


Rekenen (3 uur). 


ĳ (003 + 3 ri) (os 5) OL 


2, Hoeveel M? is: 0,0004 D. 5. + 0,0024 dS. + 5,142 S. 
- 0,006 d. M° ? 

3. Van zekere breuk is de teller op dien van eene andere 
breuk 5 maal begrepen en de noemer der eerste breuk is 
het 44° deel van dien der andere. Als de som der beide 
breuken Bi is, welke breuken zijn dat dan ? 

4, Van eene evenredigheid is de som der voorgaande termen 
56, de som van alle termen 140 en het verschil der vol- 
gende termen 12; welke is die evenredigheid ? 

5, Een lakenkooper verkoopt een stuk laken met 25 °/, winst 
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voor f 300. Als hij voor f 60 2 M. minder geeft dan hij 
voor f 60 ontvangen heeft, hoe lang is dan ’t stuk ? 
. Twee kapitalen groot f 10000 en f 12000 hebben in 1 jaar 


samen f955 rente opgebracht. Als het eerste kapitaal en 


’s jaars hooger is uitgezet dan het tweede, vraagt men hoe- 
veel °/, elk kapitaal geeft. 


Algebra (1 uur). 


‚ Bepaal het k. g. v. van 

15m? + 16mn — 1ón? 

2bm? — 30mn J- In? 

25m? — In? 

T5m3 H- 125m?n — 2lmn® — 45n?. 


pon (e+) (2) vo + 5) 5) 


. ar —b be Ha 
en de uitkomst door Rn aen) 
m 


a En 
‚ Toon aan, dat Dm 
a 


Meetkunde (1 uur). 


„ Als van een’ driehoek de zijden a, h en c zijn en de hoek 
over zijde a is scherp, dan hebben we: a? = b? + c? — 2 X 
de projectie van b op c. Laat zien, hoe men tot die for- 
mule komt. | 

„‚ Van een’ driehoek kent men de basis, den tophoek en ’t ver- 
schil der opstaande zijden. Construeer dien driehoek. 

‚ De omtrek van een’ driehoek is grooter dan de som van 
de drie lijnen, die de hoekpunten met de midden der over- 
staande zijden verbinden. Bewijs dat. 
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EENIGE VRAAGSTUKKEN OVER DE REGELMATIGE 
LICHAMEN ' 


DOOR 


B.W. MONDT, 


SI. In de volgende regelen vindt men eenige vraagstuk- — 
ken, betrekking hebbende op de regelmatige lichamen behan- 
eld en toegelicht. | 
Daar bij verschillende vraagstukken de rn der om- en EE 
ingeschreven bollen, de grootten van oppervlakken en inhouden 
herhaaldelijk voorkomen, zoo geven wij die grootheden voor 
de vijf lichamen, zooals zij in verschillende leerboeken te vin- 
den zijn. Omtrent de afleiding verwijzen wij naar De Vriend 
der Wiskunde, III, bl. 49. 
(R == straal omgeschreven bol, 7 == straal ingeschreven bol, 
=— Oppervlak, 1 == inhoud, a ==: ribbe veelvlak.) 








Tabel I. 
| R Je O I 
Viervlak e, 6 46 6 ar 3 Lan. 
iervlak. . ar Td 1 
Zesvlak ... Zas ze 6a? a? 
Le : 
Achtvlak. . . za? ars 2a°v 3 ze vî 
4 | 
Twaalfvlak … | 15+13) zor (250-110, 5) 3a*y (25-410 5)|q (15% 5) 
Twintigvlak . vuoolf (rv 15-313) [Sar 3 10°B-H 5) 


S 2. Uit deze tabel volgen onmiddellijk de oplossingen der 
navolgende vraagstukken. 

Men vraagt de verhouding van de ribben der vijf regel- 
matige lichamen: | il 

1°, als zij in eenzelfden bol zijn beschreven; 

2°, als zij om eenzelfden bol zijn beschreven: 

3°, als zij gelijke oppervlakken hebben; 
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4e, als zij gelijke inhouden hebben. *) 

Tevens kan men afleiden : 

5°, de verhouding van de oppervlakken en inhouden van de 
vijf regelmatige lichamen als zij om of in eenzelfden bol of 
bollen met gelijken straal zijn beschreven. (Zie o.a. J. Verr- 
SLUYS, Stereometrie, vrgst. 240, 241 en 242.) 

De oplossing dezer vraagstukken laten wij aan den lezer 
over, terwijl wij op eenige andere punten de aandacht vestigen. 

S 3. Aantal hoekpunten, ribben en diagonalen 

Dit kan blijken v't de volgende tabel. 


Tabel 1. 

















an Hoekpunten.| Ribben. Diagonalen. 

ee 4 X 3 
Viervlak .. 4 Knabe 4 BE 6 0 

KOE 6X4__ GC 
Zesvlak..… 6 |—5 = Sl =êlg=e f 
Achtvlak . . 8 Er, B OE 3 

É 2 2 

Twaalfvlak.| 12 (EXS — 20) 2E 30 AE 100 
Twintigvlak | 20 Ze —12 EE 3 30 Dn — 36 


a. Hoekpunten. 

Elk zijvlak van het viervlak heeft 3 hoekpunten, in het ge= 
heel zijn er dus 4X3, doch elk hoekpunt behoort tot 3 zij- 
vlakken, er zijn dus aan elk viervlak En =— 4 hoekpunten. 

Op dezelfde wijze vindt men het aantal hoekpunten voor 
elk der andere regelmatige lichamen, wij behandelen alleen 
nog het twaalfvlak: Elk zijvlak heeft er vijf, in het geheel 
dus 12X5, doeh elk hoekpunt behoort tot 3 zijvlakken, er 

12 XxX 5 


zijn dus aan elk twaalfvlak IT 20 hoekpunten. 


5 
tas 
De Vriend der Wiskunde. NV. Á 


*) De lezer verbetere op blz. 48, r. 8. v. o. 5 in 
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b. Ribben. | 
Elk zijvlak van het viervlak heeft 3 ribben, in het geheel 
zijn er dus 4X 83, doch elke ribbe behoort tot 2 zijvlakken, 
er zijn dus aan elk viervlak Ee — 6 ribben. Eveneens vindt 

men het aantal ribben voor de overige lichamen. 

e. Diagonalen. 

Daar twee hoekpunten van een viervlak steeds in één zij- 
vlak liggen, heeft dit lichaam geen diagonalen. 

Uit elk hoekpunt van het zes- en achtvlak kan men één 
diagonaal trekken, in het geheel 8 X 1 en 6 X1, doch dan 


telt men het aantal dubbel, derhalve in het zesvlak De : 
: Oral : È 
4, in het achtvlak En 3 diagonalen. Op dezelfde wijze 


vindt men het aantal diagonalen voor twaalf- en twintigvlak. 

S 4, Naar aanleiding van de tweede tabel wijzen wij nog 
op de navolgende bijzonderheden : 

1°, Bij het viervlak is het aantal zijvlakken gelijk aan het 
aantal hoekpunten ; 

2°. Het zesvlak heeft acht, het achtvlak zes hoekpunten ; 
het aantal ribben is bij beide lichamen twaalf ; de diagonalen 
deelen elkander middendoor en gaan dus door één punt. De 
diagonalen zijn alle even lang ; 

3°. Het twaalfvlak heeft twintig, het twintigvlak twaalf 
hoekpunten ; het aantal ribben is bij beide lichamen dertig ; 

4°, Onder 2e bleek reeds, dat de vier diagonalen van het 
zesvlak onderling gelijk zijn, even als de drie van het acht- 
vlak, De 100 diagonalen van het twaalfvlak zijn te verdeelen 
in drie groepen van 10, 30 en 60, die van het twintigvlak in 
twee groepen van 30 en 6 diagonalen. 

Het opmaken van Tabel II is zeer geschikt om de leerlin- 
gen, die zich voor het eerst met de regelmatige lichamen 
bezighouden, te noodzaken zich die lichamen goed voor te 
stellen. Aanvankelijk kan men hen met modellen te hulp 
komen. Die tabel bevat o.a. de beantwoording van vraagstuk 
184 uit VersLvys Stereometrie. 

S 5. Berekening der diagonalen van twaalf en twintigvlak, 
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B. Twaalfvlak. 


De langste diagonaal, die men uit één hoekpunt A van het 
twaalfvlak kan trekken, is gelijk aan de middellijn AB van 


den omgeschreven bol, dus —= 2R = Za 115 J-1/ 3) (1). 


De drie diagonalen AC, AD en AE, die men uit A naar de 
uiteinden van de in B samenkomende ribben BC, BD en BE 
kan trekken, zijn onderling gelijk en rechthoekszijden in recht- 
hoekige A/\ ABC, ABD en ABB, (men denke zich door AB 
en C enz. platte vlakken) waarvan de hypotenusa’s —= 2R, en 
de andere rechthoekszijden —: a zijn. 

Die diagonalen zijn dus = 1” (4R? — a?) = 


' 2 N 1 
1 
zet 5). eee (2) 


De zes diagonalen, die men uit A naar de nog niet ge- 
noemde hoekpunten van de in B samenkomende vijf hoeken 
kan trekken, zijn ook onderling gelijk en rechthoekszijden in 
rechthoekige AA, waarvan de hypotenusa’s —= 2R en de 
andere rechthoekszijden — de diagonaal d van een zijvlak zijn. 
Die diagonalen zijn dus = j/ (4R? — d?). Om d te berekenen 
merken wij op, dat a (de zijde van een regelmatigen vijf hoek) 
beschouwd kan worden als het grootste stuk van de in uiterste 
en middelste reden verdeelde diagonaal d (zie De Vriend der 


Wiskunde II blz. 140) dus a = SdC-14v5), waaruit volgt 


1 
N d=zelltr5). Ee MLS) 
Deze waarde van d invullende vindt men voor de zes diagonalen 


VAR aj (E84 5) — E62) 


1 
v(l2j45=ar (BFB) = ga 10 dv 2) Noemi CEE) 
(Vgl. Versluijs, Stereometrie, vraagstuk 261.) 


b. Twintigvlak. 
De langste diagonaal, die men uit een hoekpunt A van het 
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twintigvlak kan trekken, is gelijk aan de middellijn AB van 
den omgeschreven bol, dus 2R = a v(104-21/ 5) . . (4) 


De vijf diagonalen AC, AD, AE, AF en AG, die men uit 
A naar de uiteinden van de in B samenkomende ribben BO, 
BD, BE, BF en BG kan trekken, zijn onderling gelijk en recht- 
hoekszijden in rechthoekige AA ABC, ABD enz, waarvan 
de hypotenusa’s — 2R en de andere rechthoekszijden — a zijn. 


2 
Die diagonalen zijn dus =1v (4R? — a?) =| ( Sr (10 +2 


1 1 
V5)—a)) =zer GH2vb)=zellr 5 (0) 
Men kan deze diagonalen ook beschouwen als diagonalen 
van een regelmatigen vijfhoek (zijde = a). Uit form. (*) volgt 
dan onmiddelijk dat zij = zo (1 +-v” 5) zijn. 


(Zie VersLuys, Stereometrie, vrg. 191). 
De uitkomsten van deze berekeningen vindt men in het navol- 
gende overzicht. 


SRD: Tabel LIL. 

Lengten der diagonalen van de regelmatige lichamen. 
zesvlak … . … . „ar. 
achtvlak … . … ara. en 
twaalfvlak a „ za (rv 15J-1v 3) =2R. . « «. (10) 

1 

oe (3 Je a 5) e ere ae det Eenes (30) 
1 , 

zel 10 jr2) en 


twintigvlak . . „Gar (10215) =2R «vain re 


Sal B) 


Achter de lengten vindt men het aantal diagonalen aange- 
geven. | 

Voor de diagonalen van het regelmatig twintigvlak gelden 
de navolgende stellingen. 

De grootste diagonalen van een regelmatig twintigvlak zijn 
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gelijk aan de diagonalen van een regelmatigen vijf hoek, waarvan 
de straal van den omgeschreven cirkel gelijk aan de zijde van 
het regelmatig lichaam is. 

De kleinste diagonalen zijn gelijk aan de diagonalen van 
een regelmatigen vijfhoek , waarvan de zijden gelijk zijn aan 
de zijden van het regelmatig lichaam. 

S 7. Stellingen. 

1. De hoek gevormd door de loodlijnen, die men uit het 
middelpunt der in- en omgeschreven bollen van een regelmatig 
lichaam op twee zijvlakken, die eene ribbe gemeen hebben, 
kan neerlaten is gelijk aan het supplement van den standhoek , 
door de zijvlakken gevormd. 


Bewijs. 


De juistheid van deze stelling volgt uit het bewijs van de 
bekende stelling: Jm en om elk regelmatig veelvlak kan een 
bol beschreven worden. (Zie: VersLuys, Stereometrie, S 259). 

Kigd: De hoek OSO, (fig. 1) gevormd door 
die loodlijnen, is een der hoeken van 
Jeen vierhoek OSO, K , waarvan de hoek- 
punten zijn: het middelpunt S van in- 
en omgeschreven bol, de midden O en O, 
8 der zijvlakken ABCDE en ABC,D,E, 
jen het midden. K der ribbe AB, die de 
zijvlakken gemeen hebben. 

De overstaande hoek OKO, is de standhoek « tusschen de 
zijvlakken en daar de beide andere hoeken O en O, recht zijn 
is de standhoek tusschen de zijvlakken gelijk aan net supple- 
ment van den hoek gevormd door de loodlijnen. (Fig. 1 == 
fig. 122 uit VersLuys). 

2. De lijnen, die de midden van twee zijvlakken , die eene 
ribbe gemeen hebben, vereenigen zijn voor elk der regelmatige 
lichamen gelijk, welke twee naast elkander gelegen zijvlakken 
men ook kiest, 





Bewijs. 


In fig. 1 is OO, de basis van een gelijkbeenigen A, waarvan 
de opstaande zijden 7 zijn en de tophoek == (180 — «)° is 
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Kiest men twee andere aan elkander grenzende zijvlakken, 
waarvan de midden Of en O, 1 zijn, zoois A OSO, 2 O!S0,! 
dus OO, = O10,!, waarmede het gestelde bewezen is. 

3. De lijnen, die het middelpunt van de in- en omge 
schreven bollen van een regelmatig veelvlak vereenigen met de 
midden der zijvlakken, zijn gelijk aan den straal van den in 
het veelvlak beschreven bol. 

Deze stelling volgt onmiddellijk uit de zooeven aangehaalde 
S 259, VersLuys, Stereometrie, bij het vorig bewijs is er 
gebruik van gemaakt. 


S 8. De lichamen, die tot hoekpunten hebben de midden 
van de zijvlakken der regelmatige lichamen. 


a. Viervlak. 


2. Daar het viervlak vier zijvlakken 
BE 5 heeft, heeft hetlichaam, waarvan de 
hoekpunten de midden dier zijvlakken 
zijn, vier hoekpunten a,b,c,d, 
(fg. 2). Hieruit volgt onmiddellijk 
dat het lichaam abed eene driezijdige 
pyramide is, en daar volgens $ 7, 
2e, ab == be == enz. vindt men dat 
het lichaam een regelmatig viervlak 
is. Berekent men een der ribben, 


Fig. 





bijv. ab == p, zoo vindt men ab == 5 ef (Ae SCAD 
1 1 1 2d 
De 3 De, af = 3 Df), maar ef = zB dusp =ab= 7 XgAB 


=e a, als wij de zijde van het viervlak a stellen. 


Ook op de navolgende wijze kan men p berekenen. Uit 
S 7, 3°, toch volgt, dat de straal R! van den bol beschreven 
om abed gelijk is aan den straal 7 van den bol, beschreven 
in het lichaam ABCD. | 

In verband met Tabel I is dus: 


dq. 


COL pk 


1 Ee lagel ee 
ipvb= av 6ofp == 
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Hieruit leidt men af het oppervlak O! en den inhoud I! van 
het gevonden viervlak abcd : 
Ot: Opp. (ABCD) =1:9en It: TI(ABCD) —=1: 27. 
Opp. (abcd) = O1 = Ser 3 en Inh. (abcd) =11 = zt 3. 
(Zie VersLuys, Stereometrie, vrgst. 269). 


b. Zesvlak. 


Fig. 3. Daar het zesvlak zes zijvlakken 
heeft , heeft het lichaam, waarvan de 
hoekpunten de midden dier zijvlakken 
zijn, zes hoekpunten a, b, c, d, e en 
f, (fg. 3). 
In elk der hoekpunten komen vier 
even lange ribben samen. 
De grensvlakken blijken geliĳk- 
zijdige AA te zijn, het lichaam is 
BRE) dus een regelmatig achtvlak, waar- 
van de diagonaal velijk is aan de zijde van den an dus in 
verband met Tabel II, als men de ribbe van het achtvlak stelt 





1 
a=pV2ofp=gzar?. 


Hetzelfde vindt men uit 7, 3e. De straal van den omge- 
schreven bol van het achtvlak — den straal van den inge- 
schreven bol van den kubus, of 


1 1 1 
zovi=ga ofp=gzars. 


Hieruit leidt men af het oppervlak Ot! en den inhoud I! van 
het gevonden achtvlak : 


2 
On 2 (Bar2) w3z=ayw3enli == 


el Ie 1 
_ |= 2 == =S 
5 zer 2 5e 


Stelt men oppervlak en inhoud van den kubus O en I, zoois: 
O1:0=a?1r 3:64? =1:2 Bent: I= gat rat 1:6, 


Men heeft dus: 
De inhoud van het regelmatig achtvlak, welks hoekpunten 


56 


1 
de midden der zijvlakken van een kubus zijn, ds 5 gedeelte 


van den inhoud van den kubus. (Vgl. VersLurs, Stereometrie, 
vraagstuk 189 en De Vriend, IL, n°. 184, blz. 185). 
e. Achtvlak, 


Daar het achtvlak acht zijvlakken heeft, heeft het lichaam, 
waarvan de hoekpunten de midden dier zijvlakken zijn, acht 
Fig. 4. hoekpunten a, b, c, d, e, f‚, g en 

B 7, (fg. 4) De ribben ad, be, fg en 
eh loopen // BD; voor ad volgt dat 


OREN 
uit ad/lik (ai En zò, die En ZAL), 


en ik jj BD (Bi = Ei, Dk == EZ) dus 
4e / Be Eveneens nn men be 

1 fg 1 Sn ae || bf li cg Il dh |Ì 
AF en zi ief ghyjjCE. (AF 
en CE at in Sn 4 niet rn 
Het lichaam abedefgh is dus een 
prisma, waarvan de ribben evenwijdig loopen aan de diagonalen 
van ABCDEF en daar deze diagonalen elkander rechthoekig 
snijden is het lichaam een rechthoekig prisma, en daar volgens 
8 7, 2° alle ribben gelijk zijn is het een regelmatig zesvlak. 
Berekent men een der ribben, bijv. ad == p,‚ zoo vindt men 





2e Bel RL 
Pk =3zBD=garrd. 


Men had dit ook kunnen afleiden uit S 7, 3°. 
Straal -omgeschr. bol zesvlak — straal ing. bol achtvlak 


1 1 
of DD 


3 

Hieruit leidt men af het oppervlak O! en den inhoud It 
van het gevonden zesvlak : | 

Ot=tpr=e( Zare) =getnl=p =de 

Stelt men PRE en inhoud van het achtvlak O en I, zoo is 


Ot: Oz; a: Belg 3 
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en ES: D= sor: EO 

(Vgl. VersLuys, Stereometrie, vraagstuk 192 en De Vriend 
der Wiskunde II, no. 183, blz. 184.) 

d. Twaalfvlak. 

Daar het twaalfvlak twaalf zijvlakken heeft, heeft het lichaam, 
waarvan de hoekpunten de midden der zijvlakken zijn, twaalf 
hoekpunten. In elk der hoekpunten blijken vijf ribben samen 
te komen, daar aan elk zijvlak vijf zijvlakken grenzen. 

De zijvlakken zijn AA ; volgens 8 7, 2°, zijn de zijden 
van die AA even lang, het lichaam is dus een regelmatig 
twintigvlak. 

De berekening der ribbe p geschiedt het Len door _ 
toepassing der stelling 3 uit S 7. 

Straal omgeschreven bol twintigvlak — straal ingeschreven 
bol ra of 


EPO +25) = 70 b gar (250 + 101 5) 


Rens vz 5515 
m5 öd1vö 
Na eenige becijfering Knie men 


p= alb t 31/5). 


Hieruit leidt men af het oppervlak O! en den inhoud r 
van het gevonden twintigvlak : 


AESP 35 “anr (5 H-3v 5) 3 ja? (7 + 31/5) 
1 


5 
1 — _93 3 
ent za Gr 18 1000 *° (54315)? (3 4-15) 
== Ee (47 1/5 + 105). 
sen men oppervlak en inhoud van het ae O en I, zoo is: 
0!:O =Sa(1+3 5): 3a?r(25+10v5)=l: (2501105) 
en et nen 


=|: 5-85). 
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e. Twintigvlak. 


Op dezelfde wijze als in het vorige geval, vindt men dat het 
lichaam, waarvan de hoekpunten de midden der zijvlakken van 
het regelmatig twintigvlak zijn, een regelmatig twaalfvlak is. 

De berekening der ribbe p geschiedt weder door toepassing 
van S 7, 3°. 

Straal omgeschreven bol twaalfvlak — straal ingeschreven 
bol twintigvlak, of 


! 1 
zeist r8)= el 15 +313) 


1 wv1548v8 
DP 
waaruit na eene korte dE volgt : 


Hieruit leidt men af het oppervlak O! en den inhoud I! 
van het gevonden twaalfvlak : 


O1 == 3p?r (25 + 1015) == 3 X pa” (6 + 2 5) (25 +101 5) 
me rv (650 + 2901” 5) en IÌ = zp (15 + 71/5) 


1 1 
=i 5 (Lv 52 (5 TB) = gg 4° (65 +291 5). 


Stelt men oppervlak en inhoud van het twintigvlak O en I, 
zoo is: 01:0= pa? rv (650 4 2901 5): 5a? yr 3 = 


5 W (390 y/ 5 — 870). 


Onze uitkomsten samenvattende, heeft men de navolgende 
tabel, waarbij 

kolom 1 aanwijst van welk regelmatig veelvlak de hoek- 
punten de midden der zijvlakken zijn ; 

kolom 2 geeft aan welk regelmatig lichaam er ontstaat; 

kolom 3, 4 en 5 de zijde p, het oppervlak Ot en den in- 
houd I! van dat lichaam. 

De zijde van het gegeven regelmatig lichaam is a. 
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Tabel IV. 
| | E | 0: u 
È 1 Ì 
Avlak { 4vlak | St leid. 
3 nae Pie 
1 1 
6 ” 8 ” 5 av? ar/3 6 a? 
1 4 2 
8 6 5 dn Mees 
» 3 av? 3 a 57 a3r2 
12 „ 20, 14631 5)3 «*(7-3V/5) ooe*(47/ 5105) 
MSc Ie a(ld-r” 5) ger 650-29015) Tog (65295) 


89. De lichamen, die tot hoekpunten hebben de midden 
van de ribben der regelmatige lichamen. 

Na de uitvoerige behandeling van de lichamen , die tot hoek- 
punten hebben de midden der zijvlakken kunnen wij kort 
zijn over de lichamen, die de midden der ribben tot hoek- 
punten hebben. 

Het zal ons blijken, dat slechts één dier lichamen regel- 
matig is. 

Die lichamen verkrijgt men alle op dezelfde wijze, door nl. 
vlakken te brengen door de midden der ribben, die aan elk 
hoekpunt samenkomen ; die vlakken snijden van het regelmatig 
n=vlak, drie-, vier- of vijfzijdige pyramiden af, naarmate in 
elk hoekpunt drie, vier of vijf ribben samenkomen. Het over- 
blijvende deel van het veelvlak, d. i. het lichaam , welks hoeks- 
punten de midden der ribben zijn, wordt dus begrensd : 

1°, door evenveel regelmatige drie-, vier- of vijf hoeken als 
het aantal hoekpunten van het regelmatig lichaam bedraagt, en 

2°, door de regelmatige veelhoeken, die tot hoekpunten hebben 
de midden der ribben van elk zijvlak. 

In verband met Tabel II vindt men voor de begrenzing der 
verschillende lichamen: 

1°, in het viervlak: 4 + 4 == 8 driehoeken ; 

2°, „ „ zesvlak: 8 driehoeken en 6 vierhoeken ; 

‚3% „ „ achtvlak: 6 vierhoeken en 8 driehoeken; 
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4°, in het twaalfvlak: 20 driehoeken en 12 vijfhoeken; en 

5°, „ » twintigvlak: 12 vijfhoeken en 20 driehoeken. 

Gemakkelijk leidt de lezer hieruit af: 

1°, dat het lichaam welks hoekpunten de midden der ribben 
van het viervlak zijn, een regelmatig achtvlak is; 

2°, dat de lichamen , welks hoekpunten de midden der ribben 
van het zes en achtvlak zijn, gelijkvormig zijn ; en 

3 , dat dit laatste ook geldt voor de lichamen welks hoek- 
punten de midden der ribben van het twaalf- en twintigvlak 
zijn Evenals uit de Tabellen II, II, en IV blijkt ook hier, 
dat het regelmatig viervlak op zichzelf staat onder de regel- 
matige lichamen, terwijl zes- en achtvlak, twaalf. en twin- 
tigvlak steeds samengaan. Reeds in S 4 (1°, 2° en 3°) hebben 
wij hierop gewezen. 

Berekent men het oppervlak O! en den inhoud I! der vijf 
aangewezen lichamen zoo vindt men het navolgende, waarvan 
wij de uitwerking aan den lezer overlaten. 

De ribben, het oppervlak en den inhoud der regelmatige 
lichamen noemen wij steeds a, O en IL. 

1% Viervlak. 

Van het regelmatig achtvlak, welks hoekpunten de midden 
der ribben van het regelmatig viervlak zijn, is de ribbe p = 
za; 0, =p? V3; TE Dans 
| OLO ler enal siertje 

2°. Zesvlak. 

Het lichaam, welks hoekpunten de midden der ribben van 
het zesvlak zijn, wordt begrensd door 6 vierkanten, die twee 
aan twee evenwijdig zijn en door 8 gelijkzijdige driehoeken, 
mede twee aan twee evenwijdig. Alle ribben zijn: 

ri Zav 2; On BH 3); = ar; 
01:01: (B 3e: I=: 

83°. Achtvlak. (Zie De Vriend der Wiskunde IV, n°. 438, 
blz. 194). | 

Het lichaam, welks hoekpunten de midden der ribben van 
het achtvlak zijn is gelijkvormig met dat onder 2° beschreven. 
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Alle ribben zijn: p=zaj0t= XB Bat; 
=de 2; ORO ST: 2 (rd lenlis1=1: ë, 


49, Twaalfvlak. 

Het lichaam, welks hoekpunten de midden der ribben van 
het twaalfvlak zijn, wordt begrensd door 20 gelijkzijdige A A 
en 12 regelmatige vijfhoeken. Zoowel de drie- als de vijf- 
hoeken loopen twee aan twee evenwijdig. Alle ribben zijn 


gelijk al. p= gal 5); 
2 
ot=E Bt) x(5 348 (25-4100 5)) 


we tE apt (175 +791 5). 


De verhoudingen O!:O en I!:I laten wij als minder een- 
voudig achterwege. 

5°. Twintigvlak. 

Het lichaam, welks hoekpunten de midden der ribben van 
het twintigvlak zijn, is gelijkvormig met dat onder 4° beschre- 


ven. Alle ribben zijn p = za; 
1 
Ot=zer (5343 (251005)) 


en Ti Za (45 +17 1/5). 


Ook hier laten wij O!:O en I{:I achterwege. De laatste 
waarden voor Of en I! kan men zeer eenvoudig afleiden uit 
die onder 4°, indien men bedenkt dat de lichamen onder 4° en 
5°. behandeld gelijkvormig zijn, de ribben verhouden zich als 


za (L 4-1 5): za of (Ll +1” 5):2, de oppervlakken verhou- 


den zich dus als de vierkanten, de inhouden als de derde 
machten dier ribben. 

Eene zelfde opmerking geldt voor de lichamen in 2° en 3° 
behandeld. 

S 10. Nog merken wij op, dat om al in de vorige S be- 
handelde lichamen een bol kan beschreven worden. De af- 
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standen van het middelpunt van de in- en omgeschreven bol- 
len tot de midden der ribben toch zijn voor elk regelmatig 
veelvlak standvastig. Dit blijkt gemakkelijk uit de navolgende: 

Stelling. Het vierkant van de lijn, die het midden van 
een der ribben van een regelmatig lichaam verbindt met het 
middelpunt van de om- en ingeschreven bollen is gelijk aan 
het vierkant van den straal van den omgeschreven bol vermin= 
derd met het vierkant der halve ribbe, of ook gelijk aan het 
vierkant van den straal van den ingeschreven bol, vermeerderd 
met het vierkant van den straal van den cirkel beschreven in 
een zijvlak. 

Het bewijs laten wij aan den lezer over; met behulp van 
deze stelling zal hij voor de stralen R! der bollen, beschreven 

om de in S 9 behandelde lichamen vinden: 


Ì 1 1 1 1 
zer zee, z% 44B 105) en ze (lW 5). 


(Vgl. VersLuys, Vraagst. 197.) 

Vatten wij ten slotte de uitkomsten van $ 9 en 10 samen 
zoo heeft men de navolgende tabel. Kolom 1 geeft aan, van 
welk veelvlak de hoekpunten de midden der ribben zijn. 

Gemakshalve is de vorm (Ov 3-31 (25 +101 5) =b 
gesteld. 





Tabel V. 
| p | O1 | 1 ; Ri 
lake 1 1 1 
Z nd rd 5 
4vlak za ze v3 4% ve? zj 2 
1 5 1 
GE ze? B 6 gar 
1 
8, Se E83) prev? ie 
12 7 (lr 5) ei et OE 
L a? n 
AE 5e 7 zg “45171 5) La (l5) 


Zierikzee, September 1889, 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 481—500. 


—481. In iederen vierhoek om een cirkel beschreven is de som 
van twee overstaande of van twee aanliggende zijden, 
waarvan de cirkel door de eene en het verlengde der 
andere geraakt wordt, gelijk aan de som der twee an- 
dere en omgekeerd. 

(Men verstaat hier door vierhoek het stelsel van vier 
willekeurige rechte lijnen, die elkaar twee aan twee 
snijden, terwijl men hem omgeschreven noemt, âls zijne 
zijden of hare verlengden raaklijnen aan den cirkel zijn.) 
(Zie blz. 2, r. 16.) B Beo. 





| Oplossing. 

Eerste GrEvaAL. Als de cirkel door den vierhoek wordt in- 
gesloten, zijn de sommen der overstaande zijden aan elkaar gelijk, 

a. Zie: J. Versruys, Nieuw Leerb. der Vl. Meetk. $ 259. 

b. Zij (fig. 1) ABCD de vierhoek beschreven om cirkel O, 
dan is, omdat de beide raaklijnen uit een punt aan een cirkel 
getrokken , gelijk zijn, 

AE = HA, EB == BG, FD = DH, FC = CG, 
dus AE + EB + FD — FC = HA +4 BG + DH — CG 
AE + EB + FD — FC = BG — CG + DH + HA 
AB J CD = BC + DA. 

Twrepe Gevaar. Als de cirkel niet door den vierhoek wordt 
ingesloten, zijn de sommen der aangrenzende zijden, waarvan 
de eene en het verlengde der andere den cirkel aanraakt, aan 
elkaar gelijk. 

c Zij (fig. 2) ABCD een vierhoek, beschreven om cirkel M, 
dans AE HA, BE BE, FC == CG, GD == DH, 

dus AB JBF + FC + HD — HA + BE + CG + GD 
AE — BE BF + FC —=CG + GD + HA — HD 
AB + BO = CD + DA, 
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d. Zij (fig. 3) FDGE de vierhoek om cirkel N, dan is 
FA SOE, DA DB BG GH; CES 
dus FA + DB + BG + EH = CF + DA + GH + EC 
FA — DA J- DB + BG = GH — EH + BC + CF 
FD + DG = GE J EF. 

Omgekeerd, als in een vierhoek de som van twee zijden ge- 
lijk is aan de som der beide andere, dan is de vierhoek om- 
geschreven , d. i., als drie zijden raaklijnen zijn aan een cirkel, 
dan raakt ook de vierde zijde aan denzelfden cirkel. 

a. Zie: J. Versuvys, Nieuw Leerb. der Vl. Meetk. $ 260. 

b. Als (fig. 1) in vierhoek ABCD 

AB J- CD = BC + DA 
en AB, CD en DA raken aan cirkel O, dan is ook BC een 
raaklijn aan dien cirkel, 

Indien de raaklijn door C de zijde AB snijdt in B,, dan 
is in vierhoek AB‚CD 

AB, + CD = BC + DA. 

In A BCB, heeft men BC (CB, + B,B 

DA = DA 


BC JDA (CB, + DA + BB 
BC + DA (AB, + CD +BB 
BC + DA {AB + OD. 
Dit strijdt met de onderstelling, dus B, valt met B samen. 
c. Als (fig. 2) in vierhoek ABCD 
AB JBC = CD + DA 
en AB, BC en CD raken aan cirkel M, dan is ook AD een 
raaklijn aan M. 
Want, werd AB door de raaklijn door D gesneden in A, 
dan had men in vierhoek A,‚BCD 
CD JDA, = A,B + BO. 
In A ADA, ... AD{AA, +A,D 
CD = CD 


CD HAD (CD +AA, + AD 
CD + AD (AA, + A,B + BCO 
CD + AD (AB + BO. 
Aangezien dit strijdt met het onderstelde, moet A, samen- 
vallen met A. 


a 
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_d, Als (fig. 3) in vierhoek FDGE 
FD + DG = GE + EF 
en DG, GE en DF raken aan cirkel N, dan is ook EF een 
raaklijn aan N. 
_ Indien de raaklijn door E de zijde AF sneed in F', had men 
in vierh. F,DGE F‚DDG == GEEF, 
In A EFF, .... EFZEF, + F‚E 
GE JEF {GE JFF, + F,E 
GE HEF EF, GEEF, of (FF, + F‚D + DG 
GE +4 EF < FD + DG, 
wat strijdt met de onderstelling. P. Poor. 


482, Een regelmatig achtvlak drijft in ’t water, zoodat eene 
der lichaamsdiagonalen loodrecht staat op den waterspie- 


gel. Als de ribbe voor 5 deel boven ’t water uitsteekt, 


wat is dan het soortelijk gewicht van de stof, waarvan 
het lichaam gemaakt is ? | 
(Verg. ex. Koudum, 23 Juli 1889.) 

Oplossing. 

Denkt men het regelmatig achtvlak (ribbe —= a) door een 
vlak evenwijdig aan den waterspiegel in twee vierzijdige pyra- 
miden verdeeld en stelt men den inhoud van elk dier pyrami- 
den I d.M?, zoo is ’t volume van het drijvend lichaam 2 1 d.M$. 


Een dier pyramiden is geheel onder water, van de andere 
steekt boven water eene gelijkvormige vierzijdige pyramide, 


} AL Î Dn S 
waarvan de ribbe 59 is, de inhoud G) Ien 57 k 
Onder water is dus 21 — ar En Bl Het S. G. der stof 
48, 
5 21 23 
is dus IENS 0,851. B. W. Monpr. 


483. Wanneer op de zijden van een willekeurigen A ABC 
buitenwaarts kwadraten worden geconstrueerd en de naaste 
hoekpunten dier kwadraten verbonden worden, dan ont- 

De Vriend der Wiskunde. NV. 5 
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staan daardoor drie AA, wier toppen in A, B en C 
liggen, welke de volgende eigenschappen bezitten. 

1. De drie AA hebben ieder denzelfden inhoud als 
A ABC en zijn dus ook onderling gelijk. 

2. De basis van elken A is tweemaal zoo lang als 
de mediaan uit zijn top op de overstaande zijde van 
A ABC getrokken. 

3. De mediaan in elk dezer AA uit den top A, B of 
C getrokken, is half zoo lang als de overstaande zijde 
In NTABO: E. 


Oplossing. 


1. Bewijs. Als BH_L AC en 
DE.) CF, dan, is AGD EES 
CDF, omdat £ DCF = 4 BCH = 
90°— BCF, '/ E'S OH ESO On 
CD = CB, hierdoor is DF = BH; 
en daar ook (als zijden van een 
kwadraat) CE = AC, zoo hebben 
de AA ABC en CDE gelijke basis 
en gelijke hoogte, dus denzelfden 
inhoud. 





Van de beide andere AA kan het op dezelfde wijze bewe= 
zen worden, dus zijn de vier AA alle even groot. 


Een ander bewijs is het volgende: Draait men A CDE om 
het punt C 90°, zoodat CD over CB en D in B ligt, dan ligt 
CE in het verlengde van AC; noemt men B of D het top- 


dan hebben beide AA gelijke basis en gelijke hoogte, 


spend zij gelijk zijn. 


In A CDE is ED? — BC? + CD? + 2CE x CF 
== AC? + CB? + 2AC Xx HC 

in A ABC is AB? — AQ? + BO? — 2AC X HC 
opt 

ED? J AB? =2AC? + 2BC?.... (1) 


Maar als in A ABC CI de mediaan is, dan is 


AC? + BO? = 202 + 1AB? 
of 2AC? + 2B02 —=40I? JAB?...... . (2) 
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Uit (1) en (2) volgt DE? + AB? — 4CI? + AB? 
of DE? —= 4CI? 
of DE = 2CI. 
3. Als CG de mediaan is in A CDE dan is 
EC? + CD? = 206? + 4ED? 
of 2AC? J-2BC? =4CG? ED? ......(3) 
Uit deze vergel. in verband met (2) volgt 
4ACG? + ED? —= 4CI? + AB? 


we vonden ED? = 4CI2 
waaruit volgt ACG? = AB? 
of 2CG& == AB of CG == 1AB. 


Boven is gevonden CD — CB, DG == CI en CG == JAB == IB, 
hieruit volgt A CGD 2 A CBI. 

Aanteekening. Men kan het voorgaande nog uitbreiden door 
op de basissen der AA CDE enz. weder kwadraten op te 
richten, de naaste hoekpunten dier kwadraten te verbinden, 
waardoor trapezia ontstaan en dan de betrekking te zoeken 
tusschen zulk trapezium en den oorspronkelijken A ABC; 
maar dit is, als te uitvoerig, achterwege gelaten. 

J. C. Eerr. 


484, In een gegeven kegel den cilinder met maximum totaal 
oppervlak te beschrijven. 
Oplossing. 

Zij A ATB de doornsnede van den kegel, 
rechthoek CDEF die van den cilinder; zij MB == r, 
MT =h en stellen wij CD =z, MD == g. 

Het oppervlak van den cilinder is nu 





ORT tn Re eee ane an en te 
PWN: In AN ABT is CF: AB =(TM — CD): TM, 
of 2y:2r =(h—e):h 
_ ly mn hg li) 
dus he en oh fr EEN (2) 


Voegt men de waarde van z in form. (1) in, zoo wordt 
en ghy? 
O0 = 2" wer — Ory? + 2yh ZS 


r—h 
r 





Oe 2 y: + hu nahe eet 9) 
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Wil O maximum B zoo moet 


Ae — maximum nn (4) 








Is h{r, dan is be de som van twee positieve grootheden, 
is h==r, zoo wordt A ==hy, is h>}r dan bestaat A uit ééne 
negatieve en ééne positieve grootheid. Deze gevallen gaan we 
afzonderlijk na, met het laatste beginnen wij. 
le A>r. Form. (4) kunnen wij ook aldus schrijven : 
_r—h hry 
Ee | + É je — h 





wh h h>r? 
ad = dt Aten dj 
„A _Ï — ze Ô h>r 
FE A Be — rr) 4 (h—r) 
h:r hr | 2 
mmm 4 (h—r) er ER | Y 2(h—r) es snak (5) 
Deze waarde wordt maximum, indien het laatste gedeelte 
hèr 
nul wordt, NN) 


hr hr e : 
leggen) rn bedenke, dat Ah) r is, 


Euh 


toch is constant en de kleinste waarde van 


Hieruit volgt y = Tier eee melde de (6) 


Deze waarde van y is in dit vraagstuk echter alleen goed!, 
hr 

on of h&2(hr) dus 

CAR a tee en (7) 
Indien dus de straal van den kegel kleiner is dan de halve 

hoogte geeft form. (6) den straal aan van den cilinder, die in 


den kegel beschreven zijnde, een maximum totaal oppervlak 
heeft. De hoogte CD van dien cilinder vindt men uit form. (2) 


indien y (7, bijgevolg als 





sh (re yeh hr _ h(h—2r) 
Desis ini 
| 2 
De maximum waarde van A volgt uit form. (5) = Hen 
zh?r 
Ne En oeren enmet ame sene OEE or 6 


geeft de maximum waarde van het oppervlak (7 { zi 
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Is == of ) dh, maar {<h zoo is in form. (5) A maximum, 
als y=r is, d. w.z. Ligt de straal van den kegel tusschen 47 
en Jh, zoo is het totaal oppervlak der cilinders, die men in den 
kegel kan beschrijven grooter, naarmate de straal van het 
grondvlak der kegels grooter is, de limiet waartoe het totaal 
oppervlak nadert voor y ==" is daar # = 0 wordt (zie form. 2) 
uit form. (1) gemakkelijk op te maken, nl. 

Max! 0522, 

Men kan dit zoowel uit form. (5) als door te ge- 
makkelijk vinden. | 

2e h=r. Voor O vindt men dan uit form. (3) O —= 2zrhy. 
De maximum waarde van O wordt dus bereikt voor y= r, 
e==0; evenals boven voor 7 { 4h is dus Max. O = 2zr?. 

3e h{r. A bestaat in dit geval uit twee positieve groot- 
heden, A en dus ook O zal grooter zijn, naarmate y grooter 
is. De maximum waarde van O == 27 ey J | vindt 
men dus door y=: te stellen. O wordt dan —= 277r°, 

Wij komen dus tot de navolgende uitkomst : 

Beschrijft men in een kegel, waarvan de straal van het 
grondvlak gelijk is aan of grooter dan de halve hoogte, ver- 
schillende cilinders, dan zal het totaal oppervlak dier cilin= 
ders toenemen, naarmate de hoogte kleiner is; de Wmiet 
waartoe het totaal oppervlak nadert is gelijk aan tweemaal 


…_ het oppervlak van het grondvlak des kegels. 


Beschrijft men in een kegel, waarvan de straal van het 
grondvlak kleiner is dan de halve hoogte, verschillende cilin- 


ders, zoo is van den cilinder met maarimum totaal opper- 
hr 





vlak de straal van het “grondvlak = On de hoogte = 
h(h —2r) hr 
Rr) en het totaal oppervlak — 5e 


Aanteekening. Gemakkelijk leidt men uit het bovenstaande 
vraagstuk af welk verband er tusschen 7 en A moet bestaan, 
wil van den cilinder met maximum totaal oppervlak de hoogte 
gelijk zijn aan de middellijn van het grondvlak. Uit form. (6) 


5 hr ____h(h—?2r) A8 
en ES Ah of 2 = h—2r dus 


r =d. B. W, Monpr. 
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485. Een geliĳjkzijdigen A te beschrijven, waarvan de hoek- 
| punten in de omtrekken van 3 gegeven concentrische 
cirkels liggen. 
(J. VersLuys, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. S 81, 5.) 
(Rouché & De Comberousse, Traité de Géom., 2e éd. 1868 
Livre II, p. 116, no. 152; 5e éd. 1883, Livre II, p. 340, 
no. 147.) 

Oplossing. 

Zij PQR de gevraagde driehoek. 

De lengte van de zijde des driehoeks is 
recht evenredig afhankelijk van de stralen MQ, 
MR en MP. Wij zullen dus ’t vraagstuk kun- 
nen omkeeren en trachten in een willek. ge- 
lijkzijdigen drieh. P,Q‚R, een punt M‚ zóó te 
bepalen, dat de afstanden van dat punt tot de punten P,, 
Q, en R,‚ onderling dezelfde verhouding hebben als de bekende 
lijnen MP, MQ en MR. 

Daartoe bepalen we op de zijde P,Qí een punt A en op 
t verlengde een punt A, zóó, dat P‚,A:Q,A=P, A, :Q,A, = 
PM:QM, en beschrijft daarna op AA, als middellijn een cirkel. 
Deze zal 't punt M,‚ moeten bevatten, zooals in de meeste 
leerboeken bewezen wordt. 

Eveneens bepalen we op Q‚R, een punt B en op ’t ver- 
lengde een punt B, zóó, dat Q,B:R‚B=Q,B,: RB; = 
QM: RM, en beschrijven op BB, als middellijn een cirkel, 
dan zal deze eveneens ’t punt M,‚ moeten bevatten. 

Daar twee cirkels in ’t algemeen 2 snijpunten hebben, zul- 
len twee punten M,‚ en M, aan de voorwaarden voldoen. 

Uit de constructie volgt, dat we nu zullen hebben M‚P, : MP = 
P,Q‚:PQ, waarvan nu alleen de laatste term onbekend, en 
dus gemakkelijk te construeeren is, 

Deze zijde kan nu gemakkelijk in ’t geteven stel cirkels 
overgebracht worden, door uit een willekeurig punt P in een 
der cirkels met de bekende lijn PQ een cirkelboog te beschrij- 
ven, die de punten Q en R bepaalt. 

Uit M‚P‚:MP =P,Q, : PQ volgt een tweede lijn PQ, die 
ook aan de voorwaarden zal voldoen. 

(Kortheidshalve is de A P,Q‚R, met de bijbehoorende con- 





EEn 


structie weggelaten, deze is echter met het oog op A PQR 
wel te volgen.) 
(Zie: De Vriend der Wiskunde II, (XIV) idem IV, (367).) 
bp. dev Lies Gon ve 


— 486. Een A PQR te construeeren , waarvan de // P en Q 
gegeven zijn en de hoekpunten in de omtrekken van 3 
gegeven concentrische cirkels liggen, zóó dat P in den 
buitensten, Q in den binnensten en R in den middelsten 
omtrek ligt. b.d: L. &/V. 


Oplossing. 


Analyse. Zij PQR de gevraagde 
A, vereenig M met P, Q en Rs 
trek door een willekeurig punt # 
van MR rg en rp evenwijdig aan 
RQ en RP en vereenig q met p, 
dan zal pg // PQ zijn; derhalve 
Ne ngen ACRORS 

Hieruit volgt rM : JM = RM: QM, 
rM:pM == RM: PM, zoodat de 

verhoudingen #M:qM en rM:pM bekend zijn. 

Constructie. Construeer een A rpg ze aan den gegeven A 
(hetgeen kan omdat 2 // van de AA gegeven zijn); bepaal 
een punt M zoodanig, dat de verhouding rM:gqM of rM: pM 
gelijk zij aan de verhouding der stralen der gegeven cirkels, 
door het snijpunt van twee meetkundige plaatsen gemakkelijk 
te construeeren (De Vriend der Wiskunde IT, (XIV). Trek 

Mr, Mg en Mp en neem op het verlengde dezer rechten stuk- 

kèn MR, MQ en MP geliĳjk aan de gegeven stralen, beschrijf 

de drie concentrische cirkels en trek RQ, RP en PQ, dan is 

A PQR de gevraagde. Den dre Ea on Ve 





— 487. Een A te construeeren, als men een hoek kent, de over- 
eenkomstige hoogtelijn en de som der twee zijden om 
dien hoek. (De Vriend der Wiskunde II, 280.) 
(J. VersLuys, Mtk. Vrgst. v. Gev., Gem. Vrgst. no. 40.) 
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Oplossing. 

Zij A ABC de gevraagde, 
waarvan / C,‚a—-b en h 
gegeven zijn. Beschrijf uit 
C met b als straal een cir- 
kel, die AB snijdt in Den 
BC in E‚, dan is BE = a + 5. 
| B Trek DCF, dan is AF = 2. 
Trek FEG, dan is / AFE=— 4/ ACE en dus bekend. Daar 
ZL FAB =90°, kan men A AFG econstrueeren. Verder is 
ABEG A ABE, ze hebben / B gemeen en / BEG = 
Z BAE als supplementen der gelijke // CEF en CFE, Dus 

AB:BE = BHE: BG of AB. BG = BE? == (a + b)?, 
BG — AB == AG is door constructie gevonden. Van AB en 
BG zijn nu het prodruct en het verschil bekend, zoodat ze 
te construeeren zijn (J. VersLuys, Mtk. S 224). 
Tweede oplossing. 

Zij A ABC de gevraagde, 
waarvan / C, ab en OD =h 
gegeven zijn. Trek door C eene 
rechte // AB, neem CE = AC en 
CF = BC, dan is EF =a Ab; 
trek EG // AC en FG// BC, dan 
is AEFG w A ABC, dus 

EG:FG == AC: BCO 
— BORGE 
derhalve deelt de lijn CG den 

ZL. ECF middendoor. Trek in de AA CGH en CGI de lood- 
lijnen CH en CI, dan is A CEH 2 ACAD en A CFI _Z 
A CBD, omdat zij rechthoekig zijn, de hypotenusa en een 
scherpen / == hebben, dus CH = CI —= CD. De rechthoekige 
A CGH kan nu geconstrueerd worden uit CH —= CD = h en 
LCGH=L/ G=dC, waardoor CG bekend wordt. Men kan 
nu A EFG A ABC construeeren uit de basis EF — a + b, 
de tophoek == / C en de bissectrix CG van den tophoek. 

Derde oplossing. 

Zij A ABC de gevraagde, waarvan / QC, a J- ben CD =h 

gegeven zijn, | É 








78 


Construeer evenals boven de lijn EF. Teeken de ruiten 
ACEJ en BCFK, verleng JE en KF tot zij elkaar ontmoeten 
in G, dan is A JKG» A ABC en / JGK =/ ACB. Trek de 
loodlijnen CH en CI, dan is A ACD @ A ECHen A BCD 2 
CFI dus CH =CD=CI. Trek CG, dan is A CGH 2 A CGI 
dus / CGH —=/ CGI, derhalve CG de bissectrix van / EEG == 
LC, zoodat CG kan geconstrueerd worden uit CH = CD == A 
en ZCGH=L/ 0. Van A EFG kent men dus de basis 
EF —ab, de tophoek —=/ C en zijn bissectrix CG, zoo- 
dat hij geconstrueerd kan worden. 

Om nu A EFG te construeeren kan men op EF = a Jb 
als basis een cirkelsegment construeeren, dat / G = / C be- 
vat. Om het punt G te bepalen, verlengen we GC tot den 
omtrek in L, dan is L het midden van boog ELF en trek- 
ken EL, dan is A ECL A ELG, want / ELC == / ELG 
en / CEL —=/ EGL =d bg EF, dus CL: EL = EL: GL 

of BL? =CL.GL = CL (CL 4 CG) = CL? + CL.CG 
of CL2HCL. CG — BL? =0 en CL= CG ELT CG? H4EL? 
omdat van het teeken — alleen het teeken + geldt, is 

LG = CG 4 CL = 4 (OG HV OG2 4 4EL?). 

Met LG als straal beschrijven we uit L een cirkelboog, die 
den boog van het segment in 2 punten G en G! ofin 1 punt 
G zal snijden, al naardat LG { of — de middellijn van den 
omgeschreven cirkel is. Er zijn dan 2 AA EFG en EFG! of 
1 A EFG, welke gelijkbeenig zijn zal. 

A ABC wordt nu verder gemakkelijk geconstrueerd, want 
het snijpunt C van LG met EF is het toppunt, CE —= AC =b 
GBO a. 

Vierde Oplossing. 

Zij A ABC de,gevraagde, waarvan /_ CQ, 
ad-b en CD—=h gegeven zijn. 

Verleng: AC met CE —=CB, trek BD 
en de bissectrix CF van / ACB, dan is 
LD=/ ACF en / AFC =/ ABE. Maak 
ZL FCG =/A en verleng BA, dan is 
ACFG ze A ABE, dus / G=/ E, 

Omdat CD =h en /G=/E=4/ C is, kan A CDG ge- 
cottstrueerd worden, waardoor CG bekend wordt. 
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Uit A CFGm A ABE volgt nu 
CF:CG == AB: AE==a:b dc 
waarin CG en b—+- ec bekend zijn en dus de verhouding tus- 
schen de basis a en de bissectrix bekend wordt. 

Het vraagstuk is nu teruggebracht tot het construeeren van 
een \, waarvan de basis, de bissectrix van den tophoek en 
de tophoek gegeven zijn. Deze A kan geconstrueerd worden 
en is wo met A ABC, welke nu gemakkelijk gevonden wordt, 
omdat de hoogte CD == h gegeven is, 


Vijfde oplossing. 


Zij /\ ABC de gevraagde, waarvan 
LC,a + ben CD =b gegeven zijn. 
Beschrijf den omgeschreven cirkel M, 
trek de bissectrix CE en verleng die tot 
F', dan is F' het midden van bg AB. 

Trek AF en MF, dan is MF | AB, 
alsmede FH | AC. Danis A AGF ze A 
CHE, omdat-/ G — /: HESOO nn 
=£. HCF —4 bg AB dus 

AG CH: EGER 
of AG,FH =CH.FGS. tn (1) 

Verder is A AHF A CDE, omdat / H=Z D= 90° en 

ZLAFH=4GFE=/Z ECD 





dus AF:CE—=FH:CD, of CE.FH=S AE. CD eeen (2) 
AG SSCHEEG 
Uit (1) en (2) volgt nu CE SCD.AG'"""t a) 


Neem CI = BC en trek EI, dan is A CEI 2 A CEB dus 
EI=EB. Trek IF. Nu is 
ZL BEF =/ AEC =/ AEI + 4 CEI 
me „ +-Z CEB 
an oet AFS ZENE 
verder is BE —= EI en EF —= EF, dus A BEF 2 A IEF 
derh. IF = BF — AF, zoodat A AFI gelijkbeenig is. 
Omdat FH | AC is AH — HI, dus 
AC = AH + HI + CI 
BOSS 
AC + BC =2(HI+CI=2CH=ab 


15 


Substitueer deze waarde van CH == 4 (aJ-b)en van CD = hin (3) 

AG _FG + (a + b) KE Ee 

BENE ten 0 apr mAeend. 
0 AB atb hens 


MOET CET FK 


Zesde Oplossing. 





dan is —- 


— bekend. 


Zij A ABC de gevraagde, waar- 
van Z C,a + ben CD = h gegeven 
zijn. Verleng AC met CE — CB dan 
is AB — ab. Maak / AEF —= 
Z. ABC, en trek CG 1 EF dan is 
ABCD @ A CEG, omdat / B= 
AE En Ot Oer li 
CE, dus CD = CG. Vereenig C met F,danis A CDF 2 A 
CGF', dewijl / D =/ G == 90° CD = CH en CF de gemeen- 
schappelijke hypotenusa is, derhalve / CFD = / CFE, zoodat 
FC de bissectrix is van Z AFE (== / C.) en dus geconstrueerd 
kan worden met behulp van CD =h en / CFD —=/ C. 

Van A AEF zijn nu bekend de basis AE —=a Jb, de top 
ZAFE=/ C en de bissectrix daarvan FC, zoodat hij te con- 





- strueeren is. 


488, In een gegeven cirkelsegment een vierkant te beschrijven, 
…_ zoodat eene zijde langs de koorde, en de uiteinden der 
overstaande zijde in den boog van het segment vallen, 
P. J. Morr, 
Oplossing. 


Zij LH de koorde van het gegeven 
segment, dat >» of { dan 4 cirkel zijn 
kan. In beide gevallen is de constructie 
dezelfde. Dewijl het er op neerkomt eene 
figuur te construeeren va aan eene ge- 
geven figuur, kan men de methode der 
gelijkvormige figwren toepassen. Con- 
strueer op HL een vierkant zoodanig, 
dat het midden P van HL tevens het midden der zijde van 
het vierkant zij. Zij HLMN dit willekeurige vierkant. Trek 
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uit M en N door P rechte lijnen, die den ecirkelomtrek in A 
en A!, B en B! ontmoeten en laat AD, BC, A1!D!, B!C! 
… HL neer, dan zijn ABCD en A!B!CFD! vierkanten, dewijl 
zij 2 ABCD zijn. | 

(Zie: De Vriend der Wiskunde III, no. LXII). 

1) Het is voldoende eene loodlijn HN == 2PH op HL op 
te richten en de rechte NBPB! te trekken. De loodlijnen BC 
en B!C! zijn de zijden der vierkanten. 

2) Men kan ook door het punt P eene rechte PN trekken, 
makende met HL een constanten / « van een rechthoekigen 
A PHN, waarvan de zijde HN 2PH is en / a over HN liet. 

De rechte PN bepaalt de hoekpunten B en Bt en bijgevolg 
de zijden BC en B1C! der twee vierkanten. 

3) Als het gegeven segment > 4 cirkel en de gegeven 
koorde { de zijde van het ingeschreven vierkant van den cirkel 
is, waartoe het segment behoort, gaat de constructie wel door, 
doch de hoekpunten C en D zullen dan op het verlengde van 
HL vallen, zoodat het vierkant dan niet geheel in het seg- 
ment ligt. 

Op dit vraagstuk komen wij nader terug in No. 521. 


Tweede oplossing. 


Algebraïsche oplossing. Zij HL =a, OL=R, AIB =g, 
dan is OP Z=ICR? — Ja? = AV AR? — a? 
Plait 
OI =r JAAR? —a? 
B10? = Bi? LOR = te? + (we JA 4R? —a?)? 
R? =de? Ja? aoVAR? — a? JR? — La? 
2 Hie AR? — a? —da?=0 
e= AVR arti 16E 
waarvan alleen het bovenste teeken voldoet, dus 
=d 2WAR? — 02 JV IER? J0°) 
welke lijn uit de gegevens R en a te construeeren is, en het 
vierkant daarna kan beschreven worden. Verder is 
I vierkant = 2? == (32R? —3a? AV GAR*—12a2R?—04) 
P. J. Morr. 


1 


489. Is » een ondeelbaar (priem) getal dan is 
1? X 2P Xx 37 XX... X (7 — IP — (— 1)? == n-voud. 








J. M. Ture. 
Oplossing. 
OEE HK... X (” — IP — (—1)P is deelbaar door 
BRA A see X (n — 1) — (—1) of 
RNN DN Ie. X(n — 1) + 1, welke vorm vol- 
gens het theorema van Winsor (De Vriend der Wiskunde, IV 
bl. 201) een „-voud is. J. M. Taren. 
_ 490. Is » een getal onderling ondeelbaar (relatiefpriem) met 6, 
dan is: 
Li? 42232... + (n — 1)? == een n-voud. 
HI? 432452... J (n — 2)? = een n-voud. 
HI 22 J- 42 J62 4... + (pn — 1)? = een 7-voud. 
MENE EG 4 (5 ijs == een n-voud. 
BEN Sd (no 3 n+5 
v.( (5) +(5 ) + gi lark 
== een #-voud. | J. M. Taren. 
Oplossing. 
12 JH 22 A32... + (Nn — 1)? dele) 


Het bewijs dezer formule kan gevonden worden met behulp 
van de theorie der rekenkundige reeksen van hoogere orde en 
ook nog op de volgende vrij algemeen bekende wijze : 

(LH 13 =13 J3X12 H3Xx1H1 
(2-13 =23 XXI 
S Ki De EA. 


fs nt 3m Rn er 
23 4 33 Ja. (n HD =13 23 J...nt J3XS 
H-3(1 423... n) J-n, waaruit S in functie van n 
valt te bepalen. 
n(n—1)(2n — 1) 
6 
van ” een geheel getal voorstellen. 
Wanneer „ O.O.D is met 6, zal dus (n — 1) (2n — 1) er door 


Natuurlijk zal voor alle geheele waarden 


{8 


(n— 1) en 


deelbaar moeten zijn en zal % l) vijgevolg een 


n-voud zijn, wat te bewijzen was. 

Om te bewijzen, dat de eerste leden van II en III, die we 
door II, en III, aanduiden, een n-voud voorstellen, merken 
wij op, dat III, + II, (volgens I) een „-voud is. We zullen 
daarbij nog aantoonen, dat III, — II, (HI, > II,) een „-voud 
is, zoodat III, en II, dan ook ieder een „-voud zullen zijn. 

II: (n — 1)? + („ — 3)? J-..….… J- 22, 

12 J- 32 J-...…… J- (n — 2)? 
afgetrokken | (# — 1)? —12 | + | (n —3)2 — 82} HJ... 


n1\? n—1\? nt-3\® n—_3\? 
ED) SNG AF) en 
— {(» — 2? jn? —2n J-n? — On H-....…. dn — 
DM ee —n? J An. | 

De laatste uitdrukking is blijkbaar een » voud, zoodat III, — 
II, een „-voud voorstelt, evenals III, + II, 

Geheel op dezelfde wijze toonen we aan, dat V, + IV, en 
V,— IV, beide een n-voud voorstellen en dus ook V en IV 
afzonderlijk. J. M. Taren. 


Tweede oplossing. 


I. De getallen 12, 22, en 3? enz, vormen eene rekenk. reeks 
van de tweede orde. 1 is de eerste term der reeks en 3, 2 
resp. de eerste termen der reeksen van de eerste en tweede 
verschillen. Volgens eene bekende formule is dus 

(n—1)(n—2) 
12-22 432 Ld (nl =n— 1 FSK ern 


1) (n — 2) (n —3 2 n? zi 
jaN nt ( 
Dn En Ee 
geheel getal of als (n — 1) (2n — 1) een 6v. is. 

’t Is gemakkelijk na te gaan, dat » òf een 6v. +- 1 òf een 
6v. — 1 is. 

Is „ een 6v. + 1, dan is — 1 een Óv. en (n — 1) (2n — 1) 
dus ook. 

Is n een 6v.—1, damien — loen 6 v, 2 


‚ zijnde een #-voud, als 
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een Ov. — 3 == 3v.5 (n — 1) (2n — 1) is dan dus een 2v. X 3v. 
EOV. 
II. De reeks 1°, 3°, 5? , enz. is weer van de tweede orde. 





Zij bestaat ER Ee + 8 Ee termen. Nu is — E = M 
m Ge 

stellende, 1? +3? +52 + enz. =mJ-8X ro Di sx 
m(m—l)(m—2) _ m(8m? —2) _n(n —l1) B —2) … 
EN E BEE pap Sade 
een „-voud, als (n — 1) (n — 2) = 6v. is. 

Is „ een 6v. J- 1, dan is m een 6v. en (n — 1) (n — 2) 
dus ook. 


Is n een 6v. +1, dan is n —1 een 6v. —2=2v. enn — 2 
== Ov. —3 = 3v., dus (2 — 1) (n — 2) een 2v. X 3 v. = Ov. 
II, Vermindert men de overeenkomstige leden der verg. in 
I en II met elkaar, dan bekomt men de verg. in III. 
IV. ’t Is duidelijk, A men hier de som der reeks krijgt, 
n(n — 1) (2n — 
6 


(Cn — Lis hier 25 


door in 





nd 

2 

in Men krijgt dan : id 

Dt 
24 


(n +1) een 24v. is. 

Is „ een 6v. + 1, dan is „.— 1 een 6v., „ + 1 een 6v. 
J- 2 = 2v. 

Maar n— 1 òf n +1 is ook een 4-voud, daar het twee op 
elkaar volgende even getallen zijn. In ’t produkt komen dus 
altijd 3 fact. 2 en 1 factor 3, zoodat het deelbaar is door 
A D=: Ad, 

_ Is » een 6v. —1 , dan komen wij door eene dergelijke rede- 
neering tot hetzelfde resultaat. 

V. De overeenkomstige leden der verg. in I en IV van 
elkaar aftrekkende , vindt men de verg. in V. 

v. D. War & VerBoranH, J. Kooy. 


mie ID) voor „ te substitueeren 





een n-voud is, als een geheel getal of als (n—1) 


491, In een cirkel M snijden 2 koorden AB en CD elkaar 
rechthoekig in B, Bewijs, dat men heeft AB? —J CD? 
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J- 4ME? = 8MA?, De eigenschap gaat door, als het 
snijpunt der koorden buiten den cirkel ligt. 

L. J. Morrer, 
(Rouché & De Comberousse, 2e éd. (1868), Livre III, no. 
152; 5e éd. 1883, Livre III, p. 343 no. 147.) 

C. KrarPErR, Kz. Lrb. d. Mtk. $ 242, no. 432, 


Oplossing. 


AB? —= 4R? — BFE? 
CD? == 4R? — DG? 
RR AB? 4 CD? =8R:—(BE2 DG) 
—8R? — (4MH? + 4 ML?) 
want BF — 2MH en DG — 2 MI, dus 
AB? J CD? =8R?— 4(MH? MI?) 
—8R? — 4ME? 

of AB? + CD? + 4 ME? = 8R?. 

L. J. Murrer, 


Tweede Oplossing. N 





Er moet bewezen worden : 
AB? + CD? J 4ME? —= 8R? 
AB? = (AE J- EB)? — AE? + EB? J-2AE.EB 
CD? = (CE + DE)? = CE? + DE? + 2CE.DE 
__ AB? +CD? = (AE? + EB? + CE? 4 DE?) +4 AE. EB. 
Nu is volgens het Theorema van Archimedes AE? + BE? 
JCH? + DE? =4R? (KrarPer no. 4öl) en (8 Vriend der 
Wiskunde III no. LXX), 
dus AB? JOD? =4R? + 4AE. EB 
z=4R? +4KE. EI 
z=4R? +4(R—ME)(R + ME) 
=4R? J4R?-—4 ME? 
—=8R? —4ME? . 
AB? J-CD? +4ME?=8R? L.J. Murren, M. v. O. 
Derde Oplossing. 
In den gelijkbeenigen A AMBis: 
ME? —=R? — AE. EB 
of AE,EB == R? — ME? | 
2AÂE.EB= 2R? —2ME? ....... (1) 
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Evenzoo ME? =R2—CE. ED 
of CE.ED =R? — ME? 
RON ED ARP AME ss (2) 


(1)H(2) =2AE.EB 4 2CE.ED=4R? — ME? (3) 

Nuis AE° J BE? JCE? + ED? = 4 R? (Knapper No. 481), 
dus dit opgeteld bij (3) geeft 

(AR? —J- BE? + 2 AE. EB) J- (CE? + DE? 4 2CE, ED) = 


Rr? —4ME? 
dus AB? + CD? =8R? — 4ME? 
of AB? +CD? J4ME? —=8R?, 


L. J. Murren. 
Vierde Oplossing. 
uit de figuur volgt gemakkelijk : 
AE. EB — AH? — EH? 
of 2AE.EB =2(AH? — EH?) 
of 2AE.,EB —=2(JAB? — EH’). ..... (1) 
CE. DE = CI? — EI? 
of 2CE,DE — 2 (CI? — EI?) 
of 2CE.DE =2(4CD? —E[)..... (2) 
(1) 4 (2) =2AE.EB + 20E. DE 
=2{(LAB? +4 CD?) —(EH? + EI2)) 
2AE.EB +2CE.DE == LAB? +1CD? —2ME?. 
Tellen we bij het eerste lid AE? + EB? + CE? + ED? en 
bij het tweede lid 4 R? op dan krijgen we: 
AB? + CD? = LAB? +4CD? —2ME? + 4R? 
of LAB? + 1CD? =4R? —2ME? 
of AB? +CD? =8R? — 4 ME? 
of AB? +CD? +4ME? —= 8 R?. 
L. J. Morren. 
Opmerking. — Als het snijpunt op den cirkelomtrek ligt , 
gaat de eigenschap eveneens door. Want 
CD? + DG? = CG? = 4 R? 
4 DM? = 4 R? 
CD? + DG? +4DM? =8 R? 
492, In een A ABC, waarvan / B=2/ Á, is AC? = BCO? 
+ AB XxX BC. Bewijs. 
Toel.ex. Rijksveeartsenijschool, 1886.) -… W.A. W. Morr. 
De Vriend der Wiskunde, NV, 6 
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Oplossing. 


Zij in AABC/B = 2/ A. Maak 
LACD =Z A, dan is A ACD gelijk- 
beenig, dus CD —= AD. Verder is / CDB 
= AD. Verder is / CDB =2/ A= ZB, 
dusis A BCD gelijkbeenig en BC = CD = 
DA. Trek CEL AB dus is BE = DE, 





In A ABC is 
AC? = BC? 4 AB? —2AB.BE 
— BO? + AB (AB — 2 BE) 
— BO? + AB (AB — BD) —= BC? + AB. AD 
— BO? + ABCD = BC? + AB. BO. 


Tweede oplossing. 


Trek de bissectrix BF van / B, dan is / CBF —= FBA = 
LA, dus A ABF gelijkbeenig en BE — AF, alsmede 
AABC » A BCF, dus * 
AC: BO == BC: CE of BO SS ACTCE Te (1) 
Als bissectrix is BE? = AB.BC —AFE.CE 
of AF? =AB.BC—AF.CF 
AF? + AF .CF == AB.BC 
AF (AF + CPE) =z=AF.AC == AB. BO 
CE. AC ZS BO2 EN 
(AF + CE) AC = AC? = BC? + AB. BC, 
D. A. VerMevLEN. W. Á. W. Morr. 


493. In een rekenkundige reeks van 4 termen (eerste term 
= 2 en som == 26) worden tusschen elke twee opeen- 
volgende termen p termen geïnterpoleerd. Als de som 
der termen der nieuwe reeks 65 is, vraagt men hoeveel 
termen geïnterpoleerd zijn. 

(Lit. Math. ex., Oct. 1889). P. PersIJN. 


Oplossing. 


Omdat de reeks uit 4 termen bestaat en de som van de 
reeks 26 is, is de som van den len en 4en term 26: 2 == 18. 
Tusschen elke 2 termen worden p termen geïnterpoleerd, waar- 
door men eene reeks van 4 + 3p termen bekomt, waarvan de 
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som 65 is. De som van den len en laatsten term dezer reeks 
is 13, zoodat men heeft rn Xx 13 = 65, dus 4 + 3p = 


BNO OD — 2. 
In het geheel zijn er dus 3 X 2 of 6 termen geïnterpoleerd, 
P. PERSIJN. 


494. Iemand koopt 2 soorten stof, samen voor f 49, van de 
eerste soort 2 M. minder dan van de tweede. De stof 
van de eerste soort zou tegen den prijs van de tweede 
f 20 kosten, en de stof van de tweede soort tegen den 


prijs van de eerste f 30. Hoeveel M. was er van elke 
Soort ? 


(Eindex., Grymn. Arnhem , 1889). 
Oplossing. 
Onderstellen we, dat hij zM. van de eerste stof en # J- 2 M, 


van de tweede stof koopt, dan is de prijs van de tweede stof 


20 30 
f 7 en van de eerste f a per M. 


Men heeft dus 
30 20e +-2) 49 


xJ- 2 0 z 
obs 302 J- 20 (w + 2)? — 49 (w + 2) 
waaruit x2 — 187 J- 80 = Oen rs == 10 of 8. 


Men kocht dus 
10 M. à f 2,50 en 12 M. af 2 
of 8 M. àf 3 en 10 M. à f 2,50. 
M. Srmoxs. 


495. Herleid tot een vorm zoo eenvoudig mogelijk en zonder 


gebroken en negatieve exponenten. 
2 


nn 


We EE 
ENDE b—3 x a 3 X (a—1b—5)3 
aad 
il PD Ee 
a Ex (as b—5)? a? CPT dn 


(Toelex. Willemsoord, 1889). 


2 
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Oplossing. 
KE Ll 
a "saba. bnn 
Geg. vorm = 
Ee 
ax var erts Des 
Eed. ee  D: si D 11 
q 3 2 2 3 2 5 Tk b 6 a 
TRA 
GATE TST 3 be 
33 Ì 5 55 
a 08 tama 
b b 


496, Tusschen twee plaatsen A en B, op een onderlingen af- 
stand van 33 K.M. aan eene rivier gelegen, waarin de 
stroom van B naar A loopt, varen twee stoombooten , 
die in niet stroomend water respectievelijk 5 en 6 M. in 
de seconde afleggen. Zij vertrekken dagelijks beide op 
hetzelfde uur, de eene uit A en de andere uit B of om- 
gekeerd. Wanneer de snelstvarendes boot uit A vaart, 
passeeren zij elkaar op 15 K.M. van die plaats, waar 
zal dit gebeuren als die boot uit B vaart? 
(Toel.ex. Kon. Mil. Acad, 1889, (Rekenk.)). 


Oplossing. 


Doordien zij gedurende eenzelfden tijd onderweg zijn en de 
afgelegde wegen zich verhouden als 15 : 18, verhouden de snel- 
heden, waarmede zij zich voortbewogen, zich ookals 15 : 18, 
of als 5 : 6. Terwijl de boot, die stroomop vaart een stoom- 
kracht heeft van 6 tegen de stroomaf komende boot een van 
5, zien wij nu de stoomkracht tegengewerkt door die van den 
stroom op 5 gebracht, terwijl de stoomkracht van de andere 
geholpen door den stroom op 6 gekomen is. Doordien in beide 
gevallen de mede- of de tegenwerking van den stroom even 
sterk is, is het verhoudingscijfer voor den stroom 1. Varen 
dus de booten in omgekeerde orde, dan is de snelheid van de 
stroomaf komende boot 6 + 1 —= 7 en die van de stroom- 
opvarende boot 5 — 1 = 4. De snelstvarende boot zal dan 
bij de ontmoeting … X 33 KM. —= 21 KM. hebben afgelegd, 
zoodat zij elkaar op 12 KM, van A passeeren. 

L, 
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497. Een spoortrein, een diligence en een postbode leggen 
dagelijks den weg af van Á naar B. De diligence be- 
steedt daartoe 2 uren minder dan de bode, en twee uren 
meer dan de trein, Indien men nu weet, dat de trein 
in één kwartier 14 K.M. meer aflegt dan de bode in 
1 uur, en deze laatste in 3 uren 2 K.M. minder-aflegt 
dan de diligence in 2 uren, vraagt men naar den afstand 
van A tot B, en de tijden waarin die afstand wordt 
afgelegd. 

(Verg. Toelex. Artillerie-Cursus, Delft, 1884). 


Oplossing. 


Stel, dat de trein ws — 2 uur, de diligence x uur, de bode 
2 J- 2 uur noodig heeft; dan legt de trein 4y + 6, de dili- 
gence 1dy + 1 tegen Ee boot y KM. per uur af, ue 

(re — 2) (4y +6) = rr (H WEI) =(e 24 
of Et 9, 
waaruit 
Say J- Ov — 10y = 12 en day H- v — 2y = 0. 

Trekt men het zesvoud van de laatste vergelijking van de 
eerste af, dan vindt men 2y — 12, zoodat y = 6 en —= 3 is. 
De weg van (z + 2y = 5.6 = 30 KM. wordt dus door den 
trein in 1 uur, door de diligence in 3 uur, door de bode in 
5 uur BgeleBd. M. Srmons. 


498. Het getal 30 zoodanig in 3 deelen te verdeelen, dat, 
wanneer men het eerste met 7, het tweede met 19 en 
het derde met 38 vermenigvuldigt, de som dezer pro- 
ducten 745 zij. | 
(Eindex. Hoogere Burgerscholen , 1880.) 


Oplossing. 


Stel het eerste deel # en het tweede y, dan is het derde 
30 —z—y. Dus Zr + 19, + 1140—387— 38 = 745, waaruit 
19y == 395 — 1x 


1 
y= Eur 
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15 + 72 
Te = 19p —15 
=p Pl ior4s. 
1 
Stel De sg 
2p=1qg—1 
— 1 
ptit 
Stel Ln 
g=2rtl. 
Nu is v—=19r +60 en y=ll—3lr) 0 
19r (—6 ul ral 
POE rt 
dus 10, 256 llen SOE 


499. Een getal is deelbaar door 6, als het cijfer der eenheden _ 
gevoegd bij viermaal de som der overige cijfers een veel- 
voud van 6 oplevert. Bewijs dit. 

(J. VersLuys, Deelbh. en Rep. Breuken, S 11, no, 1.) 
(In het boek staat 9, wat 6 zijn moet.) 


Oplossing. 
Zij [abcd | het getal, dan zal dit een 6 voud zijn, als 
dH-4(ed-b+a) een 6 voud is, 
dan is ook 4Aat4bt-4c td een 6 voud 


maar 996 a J- 965 H6c is een 6 voud 
dus 1000 a +100 +10c+4d een 6 voud 
of | abed | is een 6 voud. 
Over | | (ilatie-teeken) zie men „De Vriend der Wis- 
kunde” II. M:v.r0; 


500. Als men bij een getal, dat uit een even aantal cijfers 
bestaat, een getal optelt, dat geschreven wordt met de- 
zelfde cijfers in omgekeerde volgorde, dan is de som 
deelbaar door 11. Bewijs dat. 

(J. VersLuys, Deelbh, en Rep. Breuken, $ 11, no. 2.) 
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Oplossing. 


Zij | abedef | het getal van 2n cijfers, danis | fedchba | het 
andere. 
Het le getal is een 1lvoud + (b + d + f) — (a +e + e) 


EE on 1lvoud — (b + d + f)H(a de Je) 
zoodat hunne som een 11voud is. M. v. O0. 
Tweede oplossing. 


Zij |abedef | het getal van even aantal cijfers, dan is 
| fedeba | het andere. 


le getal = 10°" "aL 107" Tb... A 10e tf 


And An—l 


2e getal = aJ-10 bH-...10 eJ-10 f 
som — (10° “A1 a (1077 H 10B. (1077 10e 


1 


| IN TOR ef 
=(10" "HI (a H10b HH 10e Hf) 


waarin Ozn? —J-1) een: 1lvoud is, dus is de som ook een 


11lvoud. M. v. 0. 


Eene uitbreiding op een meetkundig vraagstuk 


DOOR 


FRISO. 


In „De Vriend der Wiskunde”, IV blz. 215—217, heeft de 
heer H. VernHaAceEN het vraagstuk : 

„De stralen, die een koorde in drie gelijke deelen verdee- 
len, verdeelen in het algemeen den boog, die bij de koorde 
behoort, niet in drie gelijke deelen.” 
uit KrarpeRr, Leerboek der Meetkunde, no. 396, behandeld. 
Met het volgende, dat eene uitbreiding van het aldaar gevon- 
dene is, hoop ik menigeen een genoegen te doen. Ik geloof 
niet, dat men het positieve bewijs voor het le geval ergens 
vindt, en ook niet de berekening der koorde in het 2e geval. 
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Wij behoeven onze toevlucht niet tot eon 
bewijs uit het ongerijmde te nemen, om te 
Nl bewijzen, dat bg EF > bg AE is. 






L-MAC=/ MBD en AC =DB is, der- 
halve / AMC = 4 DMB en bg AE = FB. 
Hieruit volgt, dat CM = DM is, als staande tegenover gelijke 
hoeken. Dus A MCD geliĳjkbeenig en Z MCD is scherp, -dus 
ZL ECD is stomp, waaruit volgt ED > CD, maar CD = AC, 
dus ED > AC, Beschouwen wij nu A ACM en A EMD, dan 
heeft men AM=EM, CM =DM, maar ED) AC, derhalve 
Js HMD >» ZL AMC en En gevolg De EF ) bg AL. 

Beschouwen wij nu het 2e geval, dan 
heeft men : 

Trek DL. / AED — —=d(bg AD + bg BH) 
maar bg AD — bg CB volgens het vorige 
bewijs, dus LAED = + bg BC + bg BH= 
1 bg CBH. 

L DAE =d bgDKB =d (bgDKC+-bgCB) 
1 (bg LIH + be CB) = 4 (bg BH + bd CB) = 4bg CBH 
ARS LAED=/ DAE en A ADE geliĳjkbeenig. Verder 
is / DPE = (bg ANL + bg DKB) = 4 (bg HB + bg DKB) —= 
1 van den halven omtrek, dus = 90°, waaruit volgt AP — PE. 
Verder is, als men KI door M | ABtrekt, A DPE 2 A EOM, 
want Z DEP == / MEO, / DPE =/ EOM O0 en mi 
JAE=EO=JEF= LAB, derhalve OM —=DP en EM = 
DE =4R. 
Trek AM, dan is: 





In A EOM OM? ={R? — /, AB? 
EEZ ene OM? =R? — 4 | AB? 
derhalve LR? — AB? =R2— 1 } AB? 
IR? — AB? — —=36 R? —9 AB? 
8 AB? — 27 R? 
ADR? 
AB =iR vv 6. 


Welke lijn op de bekende wijze kan geconstrueerd worden, 
en dus is de boog gevonden. 
‚ 17 November 1889. 


A ACME A MDB, omdat AM = MB, 


ns 
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PLANIMETRIE. 
OPLOSSINGEN DER WERKSTUKKEN 1—8 (bl. 11). 


1. Om 3 in eene rechte liggende punten A, B en C als mid- 
delpunten cirkels te beschrijven, van welke ieder de beide 
andere raakt, wanneer de straal / van den cirkel om A 
gegeven is. 

f Oplossing. 

1) Is © < AB, dan kunnen de cirkels om B en C beide den 
cirkel om Á alleen omsluitend aanraken. De stralen dier cir- 
kels zijn nu gemakkelijk te bepalen. 

2) Is AB {r { AC, dan raakt de cirkel om B dien om A 
inwendig, en die om C raakt beide uitwendig; of de beide 
cirkels om B en C raken dien om A omsluitend. De stralen zijn 
in beide standen gemakkelijk te bepalen. 

3) Is > AC, dan raken de cirkels om B en C den cirkel 
om A of gemeenschappelijk inwendig, of gemeenschappelijk 
omsluitend aan. In beide gevallen kunnen de stralen gemak- 
kelijk gevonden worden. 


2. Im eene rechte een punt X zoo te bepalen , dat eene raak- 
lijn uit dit punt aan een gegeven cirkel en de verbindings- 
lijn van dit punt met een gegeven punt A gelijke hoeken 
met de rechte maken. 

Oplossing. 

Liggen de cirkel en het punt A aan verschillende zijden der 
rechte, dan is het snijpunt der raaklijn uit het gegeven punt 
A aan den cirkel getrokken met de rechte het gezochte punt 
X. In het andere geval wordt X door de raaklijn uit het 
tegenpunt van A met betrekking tot de rechte bepaald. 

Omdat er 2 raaklijnen uit A of diens tegenpunt mogelijk 
zijn, verkrijgt men ook 2 verschillende punten X. 


3. In eene rechte een punt X zoo te bepalen, dat zijn afstand 
van een gegeven punt A dezer rechte en zijn afstand van 
een punt B buiten deze rechte liggende een gegeven som 
(of verschil) hebben. 
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Oplossing. 

Maakt men op de rechte XC == XB, dan is AC gelijk aan 
de gegeven som, dus het punt C gegeven. Het gezochte punt 
is echter de top van een gelijkbeenigen A, die op de gegeven 
rechte ligt en wiens basis BC is. De tweede meetkundige 
plaats voor X is dus de loodlijn in het midden op BO. 

‘Wanneer de beide afstanden een gegeven verschil vormen, 
neemt men XCt—= XB op XA; dan is AC! gelijk aan het 
gegeven verschil, Het punt X bepaalt men dan op dezelfde 
wijze als boven. 


4, Op den omtrek van een cirkel een punt X zoo te bepalen, 
dat zijn afstanden van de beenen van een hoek een ge- 
geven som (of verschil) hebben. 

Oplossing. 

Is XD de loodlijn op het been AB, XE op AC, dan ver- 
krijgt men de gegeven som, indien men DX door X met 
XF —= XE verlengt (of het gegeven verschil, indien men XD 
door D tot Ftverlengt, zoodat XF! —= XF is). In beide ge- 
vallen zijn wegens de bekende afstanden DF (of DFT) de even- 
wijdige lijnen (parallellen) door F' (of Ft) aan AB en het snij- 
punt G (of G1) dezer parallellen met het andere been gegeven. 
Men toont gemakkelijk aan, dat GX den Z G, en GiX den 
,G1 halveert. 

Wanneer in plaats der loodlijnen op de beenen de parallel- 
len uit het te bepalen punt aan de beenen tot hun snijpunt 
met het andere been een gegeven som of verschil moesten heb- 
ben, dan volgt bij geheel analoge behandeling, dat het ge- 
zochte punt insgelijks door het halveeren van een te constru- 
eeren hoek — welke in beide gevallen tot eene ruit behoort — 
bepaald wordt. 


5. Op eene rechte een punt te bepalen, wiens afstand van een 
gegeven punt dezer rechte met zijn afstand van eene tweede 
rechte een gegeven som (of verschil) is, 

Oplossing. 
a) Zijn de rechten AC en BL parallel en ligt het vaste punt 

À op de eerste, dan is de afstand der parallellen bekend, 

waaruit de oplossing dadelijk volgt. 
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b) Vormen echter de rechten den /_ a en stellen de loodlijn 
XD op BL en de afstand XA de som s voor, dan verlenge 
men DX door X met XF — XA, dan is X de top van een 
gelijkbeenigen A, wiens basis AF is, Daar de afstand DF — s 
bekend is, is een meetkundige plaats voor het punt F bekend, 
nl.: de rechte GFH//BL. Eene tweede meetkundige plaats 
volgt uit / XAF — 4 (90° — «) Trekt men dus Al // BL, waar- 
door / XAI =a« wordt, en AK | AI, dan halveert AF den 
rechten / KAI. 

c) Wanneer AX —DX =d wordt, dan volgt bij analoge 
behandeling voor F' eene meetkundige plaats door eene bekende 
parallel aan BL. De tweede meetkundige plaats volgt uit 
ZL XAF = 4(90° + 4). 

1) Is DX >» AX, zoodat DX — AX =d moet worden, dan 
blijft de oplossing dezelfde, alleen ligt de parallel, de eene 
meetkundige plaats, aan den anderen kant van BL. 

2) Wanneer in plaats van de loodlijn XD op BL de lood- 
lijn XD! op AC staat (waardoor D! op BL ligt), dan is de 
oplossing nog eenvoudiger. 

3) Ook blijft de oplossing onveranderd, wanneer in plaats 
der rechte BL een cirkelomtrek gegeven is. 


6. Een cirkel te construeeren, die een anderen cirkel raakt, 
door een gegeven punt gaat, en wiens middelpunt op een 
door dit punt gaande rechte ligt, 

Oplossing. 

Zij M de gegeven cirkel, BC de gegeven rechte, A het 
gegeven puntin BC. Trek de middellijn GMG! // BC, dan bepa- 
‚ len AG en AG! de raakpunten Y en Y1, de verbindingslijnen MY 
en MY! geven in de rechte BC de beide middelpunten X en 
Xt, waaruit de stralen XA en X1A volgen. 

Wanneer in plaats van een cirkel eene rechte zal worden 
aangeraakt, dan volgt het raakpunt Y , wanneer men in het 
snijpunt van beide rechten op de rechte, welke raaklijn worden 
zal, eene loodlijn opricht, welke gelijk is aan den afstand van 
dit snijpunt tot het gegeven punt A, en A met het uiteinde 
dezer loodlijn verbindt. Men verkrijgt 2 verschillende cirkels, 
daar men die loodlijn naar twee kanten oprichten kan. 
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Aanteekening. Dit vraagstuk vindt o.a. toepassing in de 
werktuigkunde bij de oplossing van het navolgende vraagstuk: 

Bepaal door constructie de rechte lijn van kortsten valtijd 
van een punt P binnen of buiten een cirkel gelegen tot dien cirkel. 
(Dr. ScneuremaA, Verzameling van Vraagstukken over Werk- 
tuigkunde, blz. 128 no. 31.) 

Men bewijze vooraf het bekende Theorema van Galilei: 
„Een materieel punt, zonder beginsnelheid vertrekkende van 
het hoogste punt van een verticalen cirkel, heeft voor het door- 
loopen van verschillende , in dat punt samenkomende koorden 
gelijke tijden noodig, indien het alleen onder de werking der 
zwaartekracht en zonder wrijving over die koorden beweegt. 
(Vgl. ScueLrEMA, blz. 122 no. 29.) 

Past men dit theorema nu toe op het genoemde vraagstuk, 
zoo blijkt, dat de constructie neerkomt op die in vraagstuk 6 
bedoeld, of ook op de bepaling van het raakpunt yvan den 
gegeven en den gevraagden cirkel. Uit de &onstructie leidt de 
lezer gemakkelijk af, dat het raakpunt ot ook de rechte lijn 
van kortsten valtijd eenvoudig gevonden wordt, door het punt 
P met het laagste of hoogste punt van den cirkel te verbinden ; 
het snijpunt van die verbindingslijn met den cirkel is het raakpunt. 

Eveneens vindt de constructie van vraagstuk 6 toepassing 
bij de oplossing van het navolgende vraagstuk, dat aan het 
eerstgenoemde aansluit. 

In een verticaal vlak is een cirkel en eene verticale rechte lijn 
gelegen ; bepaal de rechte lijn, waarlangs een materieel punt 
moet afglijden , om in den kortsten tijd van de rechte lijn tot 
den cirkel te komen. Ook dit vraagstuk vindt men in de uit- 
muntende Verzameling van Vraagstukken over Werktuigkunde 
door Dr. C. A. ScrerLTEMA (blz. 123 no. 34). B. W. Monpr. 


7. Op een driehoekszijde een punt te bepalen, zoo dat de 
loodlijnen uit dit punt op de beide andere zijden een ge- 
geven som (of verschil) hebben. 

Oplossing. 
a) Het punt X ligge tusschen B en.C zoo, dat de loodlijn 

XD op AB en de loodlijn XE op AC samen de gegeven som 

s hebben. Verlengt men DX door X met XG = XE, dan 
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‘is DG == s en de rechte door G |l AB gegeven. Zij H het 
snijpunt dezer parallel met AC, dan blijkt gemakkelijk, dat 
HX den / AHG halveert. 

b) Wanneer het verschil gegeven is, is de oplossing over- 
eenkomstig a). 

Ook blijft de oplossing onveranderd, wanneer het punt X 
op het verlengde der driehoekszijde bepaald zal worden, of 
wanneer in plaats der loodlijnen parallellen aan de zijden des 
driehoeks komen. 

De oplossing verandert ook niet, wanneer het punt in plaats 
van op een driehoekszijde op een cirkelomtrek bepaald moet 
worden, 


8. Op eene rechte een punt te bepalen, zoo dat eene raaklijn 
uit dit punt aan een gegeven cirkel getrokken en de ver- 
bindingslijn van dit pnnt met een gegeven punt gelijke 
hoeken met de rechte maken, 


Oplossing. 


Liggen de cirkel en het gegeven punt aan verschillende 
zijden der rechte, dan wordt het punt door het snijpunt der 
raaklijn van het punt aan den cirkel met de gegeven lijn be- 
paald; liggen de cirkel en het gegeven punt aan dezelfde zijde 
der rechte, dan bepale men eerst van den gegeven cirkel den 
tegencirkel door uit het tegenpunt van het middelpunt van 
den gegeven cirkel met denzelfden straal een cirkel te be- 
schrijven. 

Het snijpunt der raaklijn uit het gegeven punt aan dezen 
tegencirkel met de gegeven rechte bepaalt dan het gezochte 
punt. 

Omdat in beide gevallen twee raaklijnen mogelijk zijn, ver- 
krijgt men twee punten in de rechte, welke aan de gestelde 
voorwaarden voldoen. 

Het gezochte punt wordt dan ook gevonden, als men uit 
het tegenpunt van het gegeven punt de raaklijnen aan den 
gegeven cirkel trekt. 
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DE SPAANSCHE PIASTER EN ZIJN PLAATSVER- 
VANGERS IN HET WERELDVERKEER 


DOOR 


C. KNAPPER, Kz. 

In het begin van dit jaar werd, op mijn verzoek, door de 
Nederl. Staatscourant een fout in haar wisselnoteering van 5 
Februari 1889 verbeterd, n.l. de zilveren piaster van 20 realen 
de vellon door den sinds lang gebruikelijken „ piaster” van 5 
pesetas goud vervangen. Naar aanleiding van deze verbete- 
ring mogen hier eenige mededeelingen omtrent de genoemde 
munten plaats vinden. 

De Spaansche piaster, ook wel Spaansche dollar, mat, pilaar- 
mat, zuilenpiaster of stuk van achten (8 reales de plata) ge- 
noemd, kwam sinds eeuwen als ruilmiddel in verschillende lan- 
den voor. Men vond hem, behalve in Spanje, o. a. in Oostelijk 
Azië, op de kusten van Afrika en in de voornaamste Staten 
van Zuid-Amerika. In het begin der 18e eeuw hield hij nog 
25,5 G. fijn, ter waarde van f 2,70 in zilver; een halve eeuw 
later was die waarde tot f 2,60 en in ’t midden der loopende 
eeuw tot f 2,50 gedaald. Deze voortdurende vermindering in 
de waarde van den piaster heeft ten gevolge gehad, dat de stuk- 
ken van nieuweren stempel buiten Spanje geen circulatiegebied 
gevonden hebben. De gemiddelde hoeveelheid fijn van de 
piasters, die hun weg naar Oostelijk Azië namen, kan gesteld 
worden op 24 G., ter waarde van f 2,54 in zilver. 

In de wet van 26 Juni 1864, onder de regeering van Isa- 
bella II, werd voor het laatst de aanmunting van den piaster 
vastgesteld. Hij werd, even als eenige soorten van vroegeren 
datum, verdeeld in 20 reales de vellon, en moest in gewicht 
en gehalte gelijk zijn aan 2 escudos. Daarbij was de escudo 
een „moneda efectiva de plata, peso de 12 gramos 980 mili= 
gramos a la ley de 900 milesimas de fino’, dus de piaster een 
zilveren munt met een gewicht van 2 Xx 12,980 G. = 25,960 G. 
en een gehalte van 0,900. Hij bevatte derhalve 23,364 G. fijn, 
ter waarde van f 2,47 in zilver. Veel tijd, om dezen piaster 
aan te munten, heeft de regeering van Isabella II niet gehad, 
want in het begin van October 1868 werd de Koningin ver- 
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dreven en door een Voorloopig Bewind vervangen. Op 19 Oc- 
tober d.a. v. publiceerde dit bewind een „Deereto, reformando 
el sistema monetario y disponiendo una nueva acunacion de la 
moneda’’, waarbij èn piaster èn reaal plechtig werden afge- 
schaft, omdat „het raadzaam was’ — zooals de regeering zich 
uitdrukte — „het verleden te vergeten, alle banden te ver- 
breken, die Spanje daaraan verbonden, en uit den handel en 
het algemeen verkeer die voorwerpen te verwijderen, die dat 
verleden telkens weer in herinnering zouden kunnen brengen”. 
Sedert 19 October 1868 behooren dus beide munten tot de ge- 
schiedenis en was haar ontmunting een quaestie van tijd. 

Toch getuigen de oude pilaarmatten in het verre Oosten nog 
altijd, zij het dan ook in afnemende mate, van de beteekenis, 
die Spanje eens voor den wereldhandel had. In geheel China 
nl, circuleeren de piasters uit den tijd van Karel III, Karel IV 
en Ferdinand VII (1759—1833) en voor deze munten heeft de 
Chinees — vooral in het binnenland — zulk een voorliefde, 
dat de particuliere industrie tot op heden aan de vraag tracht 
te voldoen, door ze in ’t geheim met vol gewicht en zilverge- 
halte na te maken. Ook in Oost-Indië vond de Spaansche 
mat reeds vóór onze vestiging een ruim circulatiegebied. Toen 
de „Compagnie van Verre” daar in 1596 vasten voet kreeg, 
vond zij de inboorlingen zoo gehecht aan de stukken van 
achten, dat zij het in 1601 noodig achtte, gelijknamige mun- 
ten van dezelfde waarde te laten slaan. En thans, na onge- 
veer 3 eeuwen, is de Spaansche mat in Indië nog zoo gezocht, 
dat de regeering tot vóór weinige jaren tarieven vaststelde, 
waarbij bepaald werd, tegen welke prijzen in Nederlandsch 
courant de piaster in de staatskassen moest worden aangeno- 
men. Eerst in December 1885 is, ten gevolge van de sterke 
wisseling in de zilverprijzen, aan het ontvangen van vreemde 
muntspeciën in ’s lands kassen een einde gemaakt. 

Waar Oostelijk Azië zooveel voorliefde toonde voor de oude 
pilaarmat en de Spaansche regeering geen termen vond, om 
haar te hermunten, daar deden een paar zilver-produceerende 
staten pogingen, om er voordeel van te trekken. Zoo besloot 
Mexico bij de wet van 15 Maart 1861 tot de aanmnnting van 
een piaster, die in gewicht en gehalte volkomen gelijk zou zijn 
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aan de Spaansche mat, zooals die van 1772 tot 1848 was aan- 
gemunt. Deze piaster, bevattende 24,43 G. fijn, ter waarde 
van f 2,585 in zilver, werd in de circulatie van Oostelijk Azië 
opgenomen en behoorde binnen weinige jaren tot de voor- 
naamste export-artikelen van Mexico. Alleen Londen verscheepte 
van 1 Januari 1880 tot ultimo December 1888 naar China en 
de Straits voor een waarde van ruim 180 millioen gulden in 
goud (f 1,— in goud —= ruim f 1,40 in zilver). * 

Ook de Vereenigde Staten vau Noord-Amerika meenden zich 
de behoefte van het Oosten aan Spaansche piasters ten nutte 
te moeten maken. Bij de wet van 12 Februari 1873 werd de 
aanmunting bepaald van den tradedollar of handelsdollar met 
een hoeveelheid fijn van 24,49 G., ter waarde van f 2,59 in 
zilver. Wegens moeilijkheden van economischen aard werd deze 
piaster later afgeschaft, zoodat niet meer dan ongeveer 28 
millioen stuks hun weg naar Oostelijk Azië vonden. 

Een poging, reeds vreeger door Engeland aangewend , om 
in de behoefte van zijn handel met China te voorzien, mis- 
lukte eveneens. Op 26 Februari 1864 werd besloten, in de 
kolonie Hongkong tot de aanmunting van een handelsdollar 
met 24,26 G. fijn, ter waarde van f 2,57, overte gaan. Daar 
dit verkeersmiddel geen terrein wist te veroveren, werd de 
aanmunting na 1868 gestaakt. 

Op 4 April 1871 opende Japan te Osaka een inrichting tot 
aanmunting van een nieuwen handelspiaster, den zoogenoem- 
den zilver-yen, uitsluitend bestemd voor de open havens van 
het rijk bij de betaling van in- en uitvoerrechten en de ver- 
effening van handelstransactiën tusschen Japaneezen en vreemde 
kooplieden. Deze yen heeft dezelfde hoeveelheid fijn als de 
Hongkong-dollar, verschilt weinig of niets van de reëele waarde 
van den Mexicaanschen piaster en moet in diens plaats wor- 
den aangenomen. Hij vond in korten tijd opname in China en 
de Straits: tot 1 Januari 1889 nl. waren reeds 60 millioen 
stuks in omloop gebracht. 

Uit het voorgaande blijkt, dat de oude Spaansche piaster 
binnen kort in het Oosten verdwenen en door den Mexicaan- 
schen dollar en den Japanschen zilver-yen vervangen zal zijn. 
In onze Indische bezittingen wordt zijn plaats hoofdzakelijk 
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door den Mexicaanschen dollar ingenomen. Bij de sterke 
schommeling in de zilverprijzen neemt de staatskas ze niet meer 
tegen getarifeerden koers aan, maar waar de behoefte zich 
laat gevoelen , zooals op Banka bij den arbeid in de tinmijnen, 
daar zorgt de Indische regeering voor aanvoer van Mexicaan- 
sche piasters, die tegenwoordig te Londen voor ongeveer f 1,80 
in goud per stuk te verkrijgen zijn (f 1,— in zilver = ruim 
f 0,70 in goud). 

Ook in Spanje zelf zullen piaster en reaal binnen een niet 
te ruim tijdsverloop alleen nog in den volksmond bestaan. Zoo- 
als reeds vroeger medegedeeld is, werden zij na de verdrijving 
van Isabella IT onmiddellijk afgeschaft. Het Voorloopig Be- 
wind besloot nl. op 19 October 1868 tot de invoering van het 
muntstelsel der Latijnsche Unie, met den franc onder den naam 
van peseta als eenheid. Om de invoering te bespoedigen werd 
bepaald, dat de staatsbegrootingen voor 1870/71 en volgende 
jaren in pesetas zouden worden opgemaakt, en dat van Ll Ja- 
nuari 1871 af alle overeenkomsten in de nieuwe munteenheid 
gesloten moesten worden. Voor de begrootingen is van dezen 
maatregel niet afgeweken; voor het verkeer moest hij één jaar 
worden uitgesteld, zooals uit het volgende blijkt. 

Op 1 Januari 1871 nl. droeg het Vovrloopig Bewind de 
regeertaak over aan Amadeus I. Deze stelde op 17 Januari 
d. a. v. voor particulieren het verplicht gebruik der nieuwe een- 
_ heden tot 1 Januari 1872 uit, omdat het niet gelukt was, 
een voldoende hoeveelheid nieuwe pasmunt te vervaardigen. 
Toch was Amadeus zoo ingenomen met het nieuwe stelsel, 
dat — toen er in Frankrijk sprake was van de invoering van 
goudstukken van 25 francs — hij bij besluit van 21 Maart 
1871 de aanmunting van een stuk van 25 pesetas in uitzicht 
stelde. Het mocht hem niet gelukken, dit plan te verwezen- 
lijken. In Februari 1873 deed hij, na vergeefsche pogingen, 
om den Carlistenoorlog ten einde te brengen, afstand van den 
troon. Toen werd Spanje een republiek , waarin de eene pre- 
sident den anderen verdrong, tot dat in December 1874 Al- 
phonsus XII, zoon van Isabella II, als koning werd uitgeroepen. 

De jonge koning bracht spoedig de plannen zijner voorgan- 
gers tot algeheele uitvoering. Reeds in 1876 liet hij het goud- 
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stuk van 25 pesetas, den zoogenoemden alfonso, aanmunten. 
Zonder te vragen, onder welken regeeringsvorm het munt- 
wezen gewijzigd was, werkte hij — en later zijn weduwe — 
ijverig mede tot de uitvoering van de wet van 19 October 
1868, zoodat op 31 December 1886 bijna 1550 millioen pesetas 
aan nieuwe goud- en zilvermunten in omloop gebracht waren. 
Daartoe waren meer dan 616 millioen pesetas, in den vorm 
van piasters en realen , aan het verkeer onttrokken. Bij ko- 
ninklijk besluit van 6 Januari 1887 werd 10 Maart d. a. v. 
vastgesteld als uiterste termijn, om alle piasters bij ’s lands 
kassen in te wisselen; de oude pasmunt was reeds vroeger 
ingetrokken *). Voor niet minder dan 109 millioen pesetas 
aan oude munt werd ter inwisseling ingeleverd. Sedert 1 Ja- 
nuari 1872 is dus-de verdwijning der oude eenheden in schrif- 
telijke verbintenissen en sedert 10 Maart 1887 de verdwijning 
der oude muntstukken als circulatiemiddel eën voldongen feit. 

Zijn de namen der oude munten nu eveneens als rekeneen- 
heden uit den volksmond verdwenen? Bij ons te lande hoort 
men onder het volk nog altijd spreken van „vier duiten”, „vijf 
groot’, „een botje’ enz.; in Nederlandsch Indië zijn nog altijd 
de namen ropij en ringit bij den inboorling in eere; in En- 
geland komt de gwinea, in Frankrijk de sou, in Duitschland 
de Groschen in de volkstaal voor. Toch zijn dit namen van 
lang verdwenen munten, door de spraakmakende gemeente, 
buiten alle wetten om, in het muntwezen van den tegenwoor- 
digen tijd overgebracht. Zoo ook kunnen de namen piaster 
en reaal in den volksmond blijven voortleven. Van den piaster 
is dit reeds zeker. Want het zilverstuk van 5 pesetas, hoe- 
wel uit den vreemde ingevoerd en in hoeveelheid fijn wettelijk 
van alle piasters verschillende, kwam in waarde de oude ver- 
sleten pesos (Spaansche naam voor piasters) zoo nabij, dat 
beide in het overgangstijdperk voor 20 realen omloop hadden. 
Daardoor was, bij de verdwijning van het oude muntstuk in 
Maart 1887, zijn naam in de volkstaal reeds op het nieuwe 
stuk van 5 pesetas overgegaan. 


*) Van de nieuwe pasmunt was op het einde van 1882 reeds voor 
18,2 pesetas per hoofd in omloop. De circulatie van pasmunt in 
Frankrijk werd destijds geschat op 6,80 francs per hoofd. 
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De handelaar weet met deze voorliefde van het volk voor 
het oude en traditioneele rekening te houden. Hij noteert, ter 
wille van de Hollandsche huismoeder, zijn prijzen per Amster- 
damsche el, maar hij zal zich wel wachten, die maat te ge- 
bruiken of in schriftelijke verbintenissen te noemen, omdat hij 
weet, dat dit strafbaar is. Hij zal, zoo noodig, een overeen- 
komst mondeling in „piasters’”’ of „realen” sluiten, maar schrif- 
telijk alleen van pesetas gewagen, omdat hij weet, dat sinds 
1872 het gebruik der afgeschafte eenheden verboden is. Zoo 
laat het zich verklaren, dat de koers voor wissels op Spanje 
hier en elders genoteerd wordt in „piasters’”’, d. i. in de reken- 
eenheid van 5 pesctas goud „terwijl in de wissels zelf de naam 
piaster niet genoemd wordt. 

Waar het verkeer met Spanje behoefte heeft aan metaal, 
om de wisselkoersen binnen hun natuurlijke grenzen te houden, 
wordt sedert 1877 de alfonso, het nieuwe goudstuk van 25 
pesetas, gebruikt. Meermalen reeds kwam het bij partijen te 
Amsterdam, waar het zoo slecht van gehalte bleek te zijn, dat 
de Nederlandsche Bank in 1885 besloot, geen alfonsos, anders 
dan in baren gesmolten en daarna geössaieerd, aan te koopen. 

Onder al deze omstandigheden, terwijl het gebruik der nieuwe 
eenheden, bij de wet van 19 October 1868 ingevoerd, sedert 
1870/71 voor alle staatsbegrootingen regel en sedert 1 Januari 
1872 voor alle particuliere verbintenissen verplichtend was, 
terwijl het nieuwe goudstuk van 25 pesetas kort na 23 Augus- 
tus 1876 naar het buitenland uitgevoerd werd, telkens als het 
noodig was, om de wisselkoersen binnen een hunner natuur- 
lijke grenzen te houden, terwijl de oude zilveren piaster sinds 
dien tijd voor hetzelfde doel te eenenmale ongeschikt geworden 
en op 10 Maart 1887 zelfs uit het nationaal verkeer van Spanje 
verdwenen was, onder al deze omstandigheden schijnt het op- 
vallend, dat de Nederlandsche Staatscourant tot in 1889 den 
wisselkoers op Spanje noteerde per ouden zilveren piaster van 
20 realen de vellon. 

Toch is de fout gemakkelijk te verklaren. Wissel-, effecten- 
en specielijsten blijven in de matrijzen der couranten staan, 
De zetter verandert dagelijks alleen de cijfers, die wijziging 
behoeven, De sleur brengt mede, dat in ’t algemeen niet ge- 
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noeg gelet wordt op hetgeen verder in de matrijzen voorkomt 
en door de omstandigheden veroudert of foutief wordt. Daardoor 
blijven opvallende fouten soms jaar en dag staan, evenals de 
„piaster van 20 realen de vellon’’ in de Nederl. Staatscourant 
der laatste jaren. Den man van het vak — in casu den bankier, 
den wisselmakelaar enz. — geven zij nauwelijks aanstoot; den 
niet-deskundige leggen zij echter struikelblokken in den weg, 
indien zij hem al niet geheel op een dwaalspoor brengen. *) 
15 October 1889. 


Wanneer de reaal de vellon en de piaster beide bij de wet 
zijn afgeschaft als rekeningseenheden, dan staan ze in dit op- 
zicht gelijk, Wordt van die twee benamingen in den handel 
of het dagelijksch leven gebruik gemaakt, dan doet men in de 
twee gevallen iets, waarvan een onderscheiding ons geheel 
overbodig voorkomt. 


Daar de piaster gelijk staat met 5 pesetas en- de peseta vol- 


gens de wet van 1864 gelijk stond met 4 realen, is het blijk- 
baar niet de bedoeling aan de piaster, gelijkstaande met 20 
realen , een andere waarde toe te kennen dan aan een piaster 
die gelijk staat met 5 pesetas. 

Stond vroeger in de Staatscourant, dat de piaster gelijk was 
aan 20 realen de vellon, dan was dat zeker een overbodige 
toevoeging, en thans komt de bij de wet verboden piaster in 
de Ned. Staatscourant voor zonder eenige toevoeging. 

Dat niet allen eenstemmig denken, blijkt uit ’t volgende. 

In Ottomar Haupt: Arbitrages et parités Tme Edition 1887 
(868 bladzijden groot 80) leest men het volgende: 

Malgré ladoption du système monétaire francais, d'apres 
lequel la-Peseta est équivalente un franc, on se sert encore 
dans le pays d'un mode de payement des traites sur l'Espagne, 
stipulées en monnaie étrangère tout a fait arbitraire. Légale- 
ment le débiteur peut, en effet, payer les traites tirées sur 
lui en livres sterling ou en franes, sans stipulation de change, 
en monnaie espagnole sur la base fixe de l'ancien change, 
c'est à dire à | 

*) Een uitvoerige verhandeling over hetzelfde onderwerp komt voor 
in de December-aflevering van de „Vragen van den dag” jaargang 1889, 
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Réaux 3,80 par fr. 
f 97 par £. 

Le réal étant égal au quart d'une Peseta, ces taux arbi- 

traires donnent les changes suivants : | 
100 fr. — 95 pesetas, ou 1 Piastre —= 5 fr, 20. 
de oe sa) d; 

Pour éviter les pertes résultant de ces changes arbitraires, 
il faut toujours ajouter à la somme en monnaie étrangère 
les mots : | 

„Payable au change du premier endos.” 

[Ondanks de aanneming van het Fransche muntstelsel, vol- 
gens hetwelk de peseta gelijk is aan de franc, bedient men 
zich nog in het land voor de wissels op Spanje, uitgedrukt 
in vreemde munt, van een wijze van betalen, die geheel wil- 
lekeurig is. Wettelijk kan de schuldenaar inderdaad de op 
hem getrokken wissels in ponden sterling of in franc, waarbij 
geen koers is aangegeven, in Spaansche munt betalen naar 
den vasten grondslag van den ouden koers, dat is met 

3,80 realen per franc 
Oe 

Daar de reaal gelijk is aan een vierde van een peseta, geven 
die willekeurige tarieven de volgende verhoudingen: 

100 franc — 95 pesetas, of 1 piaster — 5 fr. 20. 
1 £ = 24 y oen, == 50 pence. 

Om de verliezen te vermijden, die uit die willekeurige koer- 
sen voortvloeien, moet men altijd bij de som in vreemde munt 
de volgende woorden voegen: 

„Payable au change du premier endos”’. | 

Tates Modern Cambist, 21-ste druk 1889, geeft voor Spanje 

4 voorbeelden van wisselberekening. Twee van die 4 betreffen 
een herleiding tot of uit realen de wellon. 
_ Zulke uitvoerige werken worden natuurlijk niet zonder kennis 
van zaken geschreven, en wanneer dergelijke kostbare boeken 
een zevenden of een 21sten druk beleven, kan men er van 
verzekerd zijn, dat zij terecht een welverdienden Europeeschen 
naam genieten. | 

Hiermede achten wij de Spaansche munten zoo uitvoerig toe- 
gelicht als voor dit Tijdschrift mogelijk is, Rop. 
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DE PANTOGRAAF 
DOOR 


W. VALKHOFF. 


De pantograaf (Gr. 
pan, pantos, alles; 
graphô, ik schrijf) of 
de aap bestaat uit de 
even lange latjes d, v 
en d‚c en de latjes 
do en d,o,die samen 
net zoo lang zijn als 
dv of dc ieder af- 
5 gonderlijk. Het werk- 
| tuigje dient om te 
vergrooten of te verkleinen en de graad daarvan wordt aan- 
gegeven door de verhouding van de lengten der latjes doen 
en d‚o te wijzigen. Het verband tusschen die wijziging en den 
graad van vergrooting. of verkleining zullen we in ’t volgende 
trachten op te sporen en ten slotte zoo puntig mogelijk meedeelen. 

De latjes d,o en d‚o zijn zoodanig in den d, aan de latjes 
dc en d,v bevestigd, dat d,o d, d, een parallelogram vormt; 
d,, d, en d, zijn draaipunten, terwijl v een vast punt is. 

Als o (koperen stift) de oorspronkelijke teekening doorloopt, 
zal c (potlood) een vergroote copie leveren ; plaatsen we echter 
oin een cin o en laten we dan o de oorspronkelijke teekening 
doorloopen , zoo zal c een verkleinde copie leveren. Dit dient 
nader aangetoond te worden. 

Door de eigenaardige inrichting van ’t toestelletje kan het 
draaien om punt v en draaien % de punten d,, d, en d. 
Een gevolg hiervan is, dat \eigenliĳjk elke verplaatsing van 
$ punt o in ’t algemeen de resultante is van twee afzonderlijke 
verplaatsingen (eene daarvan kan de waarde nul hebben). 
Die twee afzonderlijke verplaatsingen worden veroorzaakt door: 

I. draaiing van ’t werktuigje om punt v , zonder meer. 

IL. draaiing van ’t werktuigje in de punten d,, d, en d, zon- 
der meer. 

Elke stand van ’t punt o kan door regeling van die 2 draai- 
ingen verkregen worden, hetzij door ze achtereenvolgens, hetzij 





103 


door ze gelijktijdig te laten plaats hebben. Om de zaken uit 
elkaar te kunnen houden, zullen we ons voorstellen, dat die 2 


draaiingen achtereenvolgens geschieden. 





Stel dan, dat het 
werktuigje door een 
afzonderlijke draai- 
ing om punt v in den 
stand komt, die aan- 
geduid wordt door 
dezelfde letters met 
accenten en dat het 
door een afzonderlijke 
draaiing én de punten 
d,, d, en d, in den 
stand komt, die aan- 


aangewezen wordt, weer door dezelfde letters maar met dubbel- 


accenten. 


tel verder: vd, = od, =d, d, =a | Sn | vd, =a Jb 


OO dr D 


Dan is: 

E 

ve : vo —= vC: vo, aangezien 
vc niets anders is dan de ver- 
plaatste lijn vc en vo’ niets an- 
ders dan de verplaatste lijn vo; 

vc: vo = vd, : vd, omdat in 
Aved, de lijn od, evenwijdig 
aan de zijde cd, loopt; 

vd, :vd, = (a +5): a, dewijl 
vd, =a + ben vd, =a onder- 
steld is. 

Dit alles saamgenomen geeft : 
ve: vo = vC: vo= (a Hb): a, 
hetgeen ons niet alleen bewijst, 
dat de weg cc gelijkvormig is 
met den weg 00’, maar tevens dat 


ze zich verhouden als ab tot a. | 


| cd, =ab. 


II. 

vc”: v0” =vd, :vd,, omdat 
in Avc'd, de lijn o’d, even- 
wijdig aan de zijde c'd, loopt; 

vd, : vd, =a Jb: a, zooals 
we in de derde evenredigheid 
onder I reeds opmerkten ; 

vd, :vd ‚== vc: vo, welke even- 
redigheid uit de tweede onder I 
volgt door verwisseling der 
termen. 

Dit alles saamgenomen geeft : 
vc”: vo” = PC: vO = (a J-b): a, 
hetgeen ons niet alleen bewijst, 
dat de weg cc” gelijkvormig is 
met den weg 00’, maar tevens 
dat ze zich verhouden als a + 5 
tot a, 
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Wat hier gevonden is voor de beide composeerende bewe- 
gingen van o en c geldt volgens eene stelling der werktuig- 
kunde ook voor de resulteerende beweging van o en c. [ 

Wanneer dus o door de resulteerende beweging komt in 0” 
(vierde hoekpunt van parallelogram o'oo”), dan komt c daar- 
door in c” (vierde hoekpunt van parallelogram c'cc') en dan 
zal de weg cc” gelijkvormig wezen met den weg 00’ en zich 
tot dezen verhouden als a J-5 tot a. 

(Het gelijkvormigheidspunt van de oorspronkelijke figuur en 
de copie is blijkbaar het punt v.) 

Uit ’t voorgaande besluiten we, dat de nieuwe figuur gelijk- 
vormig zal zijn met de Pup en zich tot deze, zal verhouden 


als a +-b tot a of als Ls tot 1. 


We hebben hier dus er eene vergrooting te doen en wel 
D 
met eene ( 1 + 5 ) malige. 


Willen we nu eene vergrooting hebben van b.v. al maal, 


2 
} | 
dan stellen we le == 25, of > == eeen of. bs GSA 


De verhouding der aantallen afstandjes (niet gaatjes) op de 
kleine latjes d,o en do moet dus 3:2 zijn. 


Willen we echter eene verkleining hebben van b.v. 2 maal, 


dan verwisselen we eenvoudig o met c‚ waardoor de geheele 
orde van zaken omkeert. 


; 1 
Door in ’t voorgaande 25 door # te vervangen, do te noemen 


't kleine latje ’t verst van ’tvaste punt v en d‚o te benoemen 
als ’t kleine latje ’t dichtst bij 't vaste punt v, leiden we 
terstond deze algemeene regels af: 

A. Om # maal te vergrooteu, moet de oorspronkelijke tee- 
kening tusschen ’t vaste punt en ’t potlood liggen en moet 
't latje ’t verst van ’t vaste punt (n — 1) maal zoo lang geno- 
men worden als ’# latje ’t dichtst bij ’t vaste punt *). 

*) Dus: voor n = 2 zijn ze even lang. 

voor n > 2 is ’t eerste latje grooter. dan ’t tweedd en 
voor ” <2 is t eerste kleiner dan ’t tweede. 


In onze teekening is blijkbaar ’t laatste ’t geval: dzo < djo en de 
vergrooting minder dan 2malig. 
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B. Om „ maal te verkleinen, handelen we net of gingen 
we „ maal vergrooten, doch plaatsen het potlood tusschen 
vaste punt en oorspronkelijke teekening. 


DUBBELE PANTOGRAAF. 


De inrichting blijkt 
uit de figuur. Het werk- 
tuigje verliest niets in 
draaibaarheid, als de 
latjes vd, d, en td, d, 
dóórloopen en in S door 
een scharniertje verbon- 
den worden. Dan is 
vd, Sed, t weer een en- 

EE Ein pantograaf, 
dus beschrijft 4 eene baan, die gelijkvormig is met de baan 





door c beschreven en volgens ’t vroeger gevondene ( 1 + Ee ) 
2 


maal zoo groot is als deze. Doch de baan door c beschreven 
was alreeds (: EE ) maal zoo groot als de baan door o be- 


en” derhalve is de figuur door 4 gevormd 


(Ea) (ti)= (1) (ar ij) =(2t4) 


maal zoo groot als ’t voorbeeld door o doorloopen. 

Wordt dus de dubbele pantograaf gebruikt, terwijl o het 
voorbeeld doorloopt, waarvan #-de teekening zal leveren, dan 
zal er eene „-malige vergrooting plaats hebben, als genomen is: 

b b od 
2 En n, of = n—?2, LE =n—2, of od, =(n—2) Xod,, 
of ’t latje ’“t verst van ’t vaste punt = (n—2) X ’t latje 
t dichtst bij ’t vaste punt. 

Hellevoetsluis. 

_Aanteekening. De pantograaf is in 1680 uitgevonden door 


SCHEINER te Rome en later verbeterd door Canrver (1743) en 
Laronp (1816). (Rep.) 
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De RECHTEN van EULER en SIMSON. 


Vraag. 
Welke rechte lijn heet de rechte van EuLeR en welke de 
rechte van Simson? H. S. 
__ Antwoord. 


De rechte lijn, welke in een A het hoogtepunt met het 
middelpunt van den omgeschreven cirkel vereenigt, heet de 
rechte van Eurer *). 

Haar midden is het middelpunt van den negenpuntscirke!. 

Het zwaartepunt van den A ligt ook op die lijn. 


Als men uit een punt P van den omgeschreven cirkel van 
een A ABC de loodlijnen PD, PE en PF op de zijden BO, 
AB en AC neerlaat, liggen de voetpunten D, E en F' dier lood- 
lijnen in eene rechte lijn, welke de rechte van Simson j) heet. 
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GOEDE OPLOSSINGEN , 


der Opgaven 4S1—500 zijn ingezonden door : 


J. J. C. Ament, 481 —483, 491—494, 496—500. 

P. J. Blijdorp, 481 —483, 485, 486, 488—494, 496—500. 

A. D., 492. 

E , 483. 

W. Gabriëlse, 482, 483, 487, 488, 491—494, 496 —500. 

Jeanne, 482, 484. 

J. Kooy, 482, 483, 485-—494, 497- 500. 

L., 493, 494, 496, 498 —500. 

b. d. L. & V., 485, 486. 

P. J. Moll, 488. 

W. A. W. Moll, 487—494, 496 —500. 

d. m., 482, 492—494, 496 — 498, 500. 

J. Muller, 491. 

v. O., 482, 483, 485—489, 491—494, 497 —500. 

Pori. 493, 494. 

Poot, 481. 

Beus, 484486, 

van Rooijen 488, 491—494, 499, 500. 

Roelofsen , 482, 488, 491 —494, 496, 498 —500. 

Schouten, 491—494, 496, 

Simons, 481, 483—488, 491 —494, 496 —500. 

M. Thiel, 489, 490. 

A. Vermeulen , 481—483, 488, 491 —494, 496—500. 

d. Wal & Ore 481483 (484 onvolledig), 485 —494, 
496-—500. 


AAG 


CORRESPONDENTIE. 


Verbetering. Blz, 37 r. 1 v. b. staat FE, lees: FD. 
EE Dev D, De EBU 


F. BRrANpenBuRrG! Vergelijk no. 527 met no. 1 uit Cattie, 
Maxima en Minima. 

Vóór 15 Juni de oplossingen der vraagstukken op blz. 108 — 
_112 inzenden. 
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3 VRAAGSTUKKEN UIT DE XVIIe EEUW, 
„waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


De hoeken A, B en K zijn recht: 


Do 
ANN g Men vraagt naar DH, indien gege- 
® ven is: ED —=y” 1420 Jy” 150528 
) 


DO =1 152, 
CK =1/ 168, 
$ KB =v 132, 
E 5 3 BA =1 912 4-8. 
‘Antw. DH —= 1 1452 + 8. 
A B W. GOUDAEN. 


Van den vierh. ABCD in den cirkel 
beschreven, is AB —= 6, BC =12, CD 
= 9, DA = 8 dm. De middellijn, die 
uit het hoekpunt D getrokken is, deelt 
BC in E in twee rationeele deelen, men 
vraagt naar de lengten van EB, EO, 
ED en EF? 










LupoLr vAN COLEN. 

GF == CA is in G normaal tot 

BD. Trekt men nu AF den cirkel- 
omtrek in I snijdende en daarna BI, 

die den diameter CH in K snijdt, 

D dan vraagt men de lengte van BO, 
KB, KH en KI, indien gegeven is: 

BG = 1 80—4 en GD —= 12 80. 


LupoLr vAN COLEN. 


Bij de opgave van deze vraagstukken belooft LupoLr vAN 
Keuren aan GoupaenN leen fijnen zilveren beker: „welcke gra- 
tuyteit ja meerdere hem van rechtsweghen sal toecomen, als 
eenen hooghverstandigen, die niet alleen met woorden , dan 
oock met der daet bethoont, dat hij is (ghelijck hij hem selven 
beschrijft) een correcteur, ende restaurateur der erreuren in der 
vervallen (soo hij segt) const algebra, den welcken ik God be- 
vele van soo goeder herten, als ik gaerne ware zijnen ende een 
yder goede vrient.” | 
(G. A. VoRSTERMAN v. Oven, 144 vrgst, v. Ned. Wisk, XVIe eeuw.) 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°* Juni 1890 franco bij 


521. 


522. 


523. 


524. 


525. 


526. 


den Redacteur A.J. vAN BREEN te Arnhem 
worden ingewacht, 


Men geeft een cirkelomtrek en eene rechte, die met be- 
trekking tot zijn middelpunt van plaats verandert. Trek 
eene koorde zoodanig , dat het vierkant, dat deze koorde 
tot een zijner zijden heeft, de overstaande zijde op de 
gegeven rechte hebbe. 
(Zie: blz. 75 no. 488.) 
Men heeft 2 getallen, elk van 2 cijfers. De som van 
alle cijfers bedraagt 21. Deelt men het le getal op het 
tweede, zoo is het quotient 2 en de rest 15. Verwisselt 
men in beide getallen de cijfers, en deelt men daarna - 
het 2e getal op het eerste, zoo is het quotient 4 en de 
rest 7. Welke zijn de getallen ? 
(P. J. Bos, Lrb. d. Alg. III, bl. 75 no. 39.) W. 
Aan twee cirkels trekt men een uitwendige en twee in- 
wendige raaklijnen. Bereken het oppervlak van den A 
door deze drie raaklijnen ingesloten, als de afstand der 
middelpunten — a en de stralen R en 7 gegeven zijn. 
(Zie no. 502.) J. C. Eeen. 
Op de 3 zijden van een A als middellijnen beschrijft 
men halve cirkels; trek de 3 hoogtelijnen door tot ze den 
halven cirkel snijden, die op de overstaande zijde be- 
schreven is, en vereenig ten slotte elk snijpunt met de 
uiteinden der bijbehoorende middellijn. Bewijs, dat elke 
2 in 1 punt samenkomende koorden geliĳk zijn, 

H. Srersua. 
Higenschap.- De zijden BC en AC van A ABC verlengt - 
men tot in D en B, zóó dat AE == AB en BD = BA. 
Verder beschrijft men de parallelogrammen BCEF en 
ACDG. De lijn AF snijdt BC in H en de lijn BG snijdt 
AC in IL. Bewijs dat CH — CI. J. M. Taren. 
a. Een getal is deelbaar door 999, als men een veelvoud 
van 999 vindt, door het getal, van de rechterhand af, 


527. 


528. 


529. 


530. 


531. 


532. 


533. 


534. 


535. 
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in vakjes van 3 cijfers te verdeelen en de som dier vakjes 

te nemen. Bewijs dit. 

b. Voor welke deelere geldt hetzelfde kenmerk? 

(J. Versuuys, Deelbh. en Rep. br. $ 11 no. 6 en 7.) 

Een punt te vinden, waarvan de som der afstanden tot 

de 8 hoekpunten van een A een minimum zij. 

Bewijs dat, als van een A de zijden a, b en c zijn en 

Llatbte) =S, ab Hac et be tusschen S? en 29° ligt. 
H. VeERKAART. 


PRIJSOPGAVEN. 4. 


Hoe moet de getallen coëfficient m zijn, opdat de deeling 


van o3 Hy? +23 J- maye door w Hy Jz opga? Bepaal 

het quotient dezer deeling. 

Bereken de waarde der uitdrukking EE ‚ als 

x tot 1 nadert. 

Eene platte cirkelvormige kroon heeft eene gegeven breedte 

a. Men geeft daarenboven de verhouding van het opper- 

vlak dezer kroon met den cirkel, die een cirkelomtrek 

heeft rekenkundig middelevenredig tusschen die, welke 

de kroon omvatten. Bepaal hunne twee stralen en stel 

vast onder welke voorwaarden deze verhouding de grootste 

of de kleinste waarde heett. 

Men geeft een bol. Bereken de stralen van het grond 

en bovenvlak van den omgeschreven afgeknotten kegel, 

waarvan de inhoud het dubbel van dien van den bol zij. 

De volgende vergelijking oplossen: 
1 1 

riete 

Bepaal a zoodanig, dat een der wortels der vergelijking 

o2 ek vt a3 =0 het vierkant der andere zij. 


PRIJSOPGAVEN. DB. 


Bereken « uit: 


2 


8u Mw? 3u +8 Este 


536. 


537. 


538. 


_ 539. 


540. 


ALE 


Twee lichamen, A en B, bewegen zich van het punt M 
uit naar tegengestelde richtingen. Het lichaam B legt 
in 3 seconden 2 meter meer af dan A in denzelfden tijd 
terug en bevindt zich, hoewel het zijne beweging 2 minuten 
later dan A begonnen heeft, toch reeds 10 minuten na 
zijn vertrek 160 meter verder van M dan A. Met welke 
snelheid bewegen zich de beide lichamen ? 





iLe5 1 
B Ptn BÀ 4 
2 1 
he 
en NSL 1 
33 Te 1 
EET 


Bereken « uit: 
_2 iP 2(4—3z) 16 _ 22 +31 

U NE TE 2 Te 12 
Construeer een rechthoekigen A , wanneer het verschil 
der hypotenusa met de eene catheet (rechthoekszijde) en de 
andere catheet gegeven zijn. 
a. Het oppervlak van een regelmatigen achthoek be- 
draagt 80 M?, hoe groot zijn de stralen der in- en om- 
geschreven cirkels, en hoe groot is het oppervlak van 
den ring, door beide cirkels begrensd ? 
b. Hoe groot zijn die stralen en dat oppervlak , als het 
oppervlak van den achthoek 120 M?, bedraagt. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


CVIII. Op te lossen : 


Hay y ==? 
ze Jae tz? =D? 
ye Hye Je ze? W. A. Suurrer,. 


(Naar aanleiding van no. 257 in De Vriend der Wiskunde LIL), 
CIX. Hoeveel snijpnnten kunnen 10 platte vlakken opleveren ? 


(J. VersLuxs, Lrb. d. Alg. II, 5e dr. $ 289 No. 7.) 
C. KeRrDer, 
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_ CX. Er zijn 3 cirkels gegeven, die door 1 punt gaan. 
Bewijs, dat de andere 3 snijpunten der cirkels 2 aan 2 
in 1 rechte liggen. W. A. SLUITER, 

Antwoord. 

Als men 3 cirkels beschrijft, die door een punt M gaan en 
de andere 3 snijpunten P, Q en R noemt, kan men vol- 
gens de grondeigenschap der vlakke meetkunde tusschen P 
en Q,P en R‚ Q en R-eene rechte lijn trekken. 

Dit te ETE zal wel niet bedoeld zijn. 

Er kan dan ook niet genoeg op worden aaneen om 
vooral de opgaven nauwkeurig op te schrijven en het boek te 
vermelden met opgaaf van S$, no. en blz. waarin het voorkomt. 

Vooral vertrouwe men niet te veel op eene mondelinge mee- 
deeling van een vraagstuk. Waarschijnlijk is het volgende 
vraagstuk hier wel bedoeld. 

Uit een punt M, op een cirkelomtrek O gelegen, trekt men 
3 koorden MA, MB, MC; op deze rechten als middellijnen 
beschrijft men 3 cirkelomtrekken: de punten P,‚, Q, R,‚ waar 
deze cirkels elkaar 2 aan 2 snijden, liggen op eene zelfde 
rechte. Bewijs dit. 

CXI. Trek men door de hoekpunten van een A ABC naar 
de tegenoverliggende zijden de rechte lijnen m, „ en 
p,en trekt men door een punt Z, binnen den A ge- 
legen, de lijnen m‚/lm, n‚/ln en p‚l/p tot aan de- 
zelfde zijden, dan is: 


Sl Al rr 


Hoe verandert dit en als m=n=—=p is? 
(J. Ta. Carrie. Wisk. Opg. naar Martus, No. 6.) 
J. VAN DE SANDT, 
CXII, Hoeveel cirkels kunnen aan 3 gegeven cirkels raken ? 
(J. VersLuys, Lrb. d. Alg. II $ 289, no. 21). 
C. Kerpen. 
CXIII, Hoeveel bollen kunnen aan 4 gegeven bollen raken? 
J. VersLvys, Lrb. der Alg. II S 289, no. 22). 
C. KeRDEn. 


BETTS 


OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 501—520. 


501. Een rechthoekigen A te construeeren, als het verschil 
| der vierkanten der twee rechthoekszijden gegeven is, en 
men weet, dat een der hoekpunten der twee scherpe hoe- 
ken standvastig is, terwijl de twee andere hoekpunten 
op onderling evenwijdige rechte lijnen gelegen zijn. 
(Zie no. CIII blz. 33, r. 6 v. b.) 

Oplossing. 

E Zij A ABC de gevraagde A, 
rechthoekig in A, C het vaste hoek- 
punt, GH en KL de onderling even- 
wijdige lijnen. Door -BD en CE 
loodrecht op GH neer te laten, 
verkrijgt men twee gelijkvormige 
AA AEC en ABD, die geven 

| AD NORD D AP ede (1) 
Men heeft ook door dezelfde A A | 
AC? = AE? + CE?, AB? —= AD? + BD?2, 
waaruit men door aftrekking verkrijgt 
AE? — AD? = AC? — AB? + BD? —CE? ... (2) 
Maar de rechten BD en CE zijn bekend, gelijk mede het 
verschil der vierkanten der rechthoekszijden AC en AB. Het 
tweede lid der gelijkheid (2) is dus gekend, en kan vervan- 
gen worden door het vierkant eener bekende lengte M. Men 
heeft dus Ar) Nen dee eht ee (3) 
Nu verheffen we de twee leden der geliĳkheid (1) in het 
vierkant; vervolgens deelen we hare twee leden door M? en 
de twee leden der gelijkheid (2) door M,‚ dan komt er 











AR? AD _ 
MBE ASEME 
AD2 VAD" *"EC2.BD? 
NUR dee 20t M2S N00 
2 2 
en door BE B ee Se = N° te stellen , 


M 
heeft men P —Q=z= E: MEREN, 
De constructie is dus teruggebracht tot het vinden van twee 
rechten P en Q, waarvan men het verschil en het product kent. 
De Vriend der Wiskunde, V, 8 
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De rechten P en Q bekend zijnde, zal men AE en AD 
verkrijgen door de middelevenredigen tusschen P en M, en 
tusschen M en Q te nemen. Vervolgens de lengte AE op GH 
van E naar A overbrengende, heeft men het hoekpunt A en 
bijgevolg ook het hoekpunt B. 


Tweede oplossing. 


Zijn PQ en RS de evenwijdige lijnen en 
A het standvastige punt, zoo behoeft men 
slechts de lengte van de rechthoekszijde 
AB te kennen, om vervolgens de loodlijn 
BC te kunnen trekken en den A ABC te 

voltooien. | 
Zij verder AB de langste rechthoekszijde en 
AB? —BO2 =p? (1) 
waarbij p een gegeven lijn is. Stellen wij verder AB = #x;, 
loodlijn AD =a, en loodlijn CE (afstand der evenw. lijnen) 
= b, zoo volgt uit de gelijkvormigheid der A A ABD en BCE 
AB:BC =Bu:CH of z: BO == vv (1? —a?): hb 
bz 








dus BC = ee Alsnu gaat (1) over in 
bo? 
ié en 


gt — 02? — br? Di — pa? 
zt — (a? Jb? Jp)? J prat =0 
of, als wij a? Jb? Hp? =r* stellen: 
mira? pta? =0 
ori (Art pta) (2) 
Hierin stellen wij pa =rs, dus r:p =a:s, zoo is: 
or z=dr Eder (r? — 45°). 
Verder stellen wij rv” (r2 — 45°) = t, zoo is 
az dErtsdr r sin): 
Wij hebben derhalve achtereenvolgens te construeeren : 
le. v/ (a? + b?) of de hypotenusa van een rechth, A, 
die a en b tot rechthoekszijden heeft ; 
2e. r of de hypotenusa van een Bent A, die v- (a? Jb?) 
en p tot rechthoekszijden heeft; 
3e. s of de vierde evenredige tot 7, en a; 
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4e. t of de rechthoekszijde van een rechth. A, waarvan r 
de hypotenusa en 2s de andere rechthoekszijde is ; 
5e. r Jt en r—t; 
6e, £ of de middelevenredige tusschen Jr en 7» Jt, òf die 
tusschen Jr en r — f. 
Opmerkingen. Opdat er een A ABC mogelijk zij, moet 
volgens (2) dr? > pa 
_ zijn, of r2 > 2pa 
ar be Hp?) 2pa 
a? — 2pa Jp? H52 0 | 
(a — p)? +5?) 0, wat altijd zoo is. 
Verder blijkt uit (2), dat #? 2 positieve waarden heeft, en 
men dus voor # 2 bepaalde lijnen vindt. 
Van deze voldoet echter de tweede niet, want volgens de 
figuur is noodig, dat AB? ) AD? is, of 
ee A DO) a 
dr 2d (dr? — p2a2) 
of, daar beide leden positief zijn, 
rt — 2)2 ) Jr2 — prat 
Art —rta? Hat Dd Ar? — pra? 
at + pra? —r2a? > 0 
at J- p2a? in (12 (a? Jb? J-p2) 0 
— 42b? > 0, wat niet het geval is. 
Dat de andere waarde van x steeds bruikbaar is, blijkt ge- 
noegzaam uit de figuur. Immers men kan den / JAB zoo 
wijzigen, dat AB? — BC? elke denkbare positieve waarde ver- 
krijgt. Er moet dus altijd een oplossing zijn. P.J. Bos. 


502. Aan twee cirkels trekt men een inwendige en twee uit- 
wendige raaklijnen. Bereken het oppervlak van den A 
door deze drie raaklijnen ingesloten, als de afstand der 


middelpunten == a en de stralen R en r gegeven zijn. 
(Vergelijk hiermee no. 523.) J. C. Beer. 
Oplossing. 


In deze fig. wordt gevraagd den inhoud van A ABC te 
bepalen uit de stralen R en 7 der beide cirkels en den af- 
stand hunner middelpunten MN == a, 
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Daar r de straal van den ingeschr. cirkel is, kan uit de 
bekende formule I == rs de inhoud gevonden worden, zoodra 
de zijden bekend zijn. 

Daartoe hebben wij 2s = AB J- BC J- AC 
—= AB + BF + FC + AC; 
maar DR: BF = BD en CF —= CE, verandert de vergel, in 
2s=— AB + BD + CE + AC 











— AD + AE 
AD 
waardoor AD =zs is. 
: R 
Nu is MA = ES en MD = R, waardoor 
a: R2 
NA hd MEN 
Dg Pleg 4 
a? % 
_en ADSR R= Rr): — il. 
Hierdoor is TA ABC == Rr 1 hans Rr)? — 1 
=kn 1 
EGER. 


503. a) De omtrek van den regelmatigen omgeschreven 2n- 
hoek is harmonisch middelevenredig tusschen de omtrek- 
ken van den regelmatigen ingeschreven en omgeschreven 
n-hoek van denzelfden cirkel. 

b) De omtrek van den regelmatigen ingeschreven 27-hoek 

is meetkundig) middelevenredig tusschen de omtrekken 

van den regelmatigen ingeschreven n-hoek en den regel- 

matigen omgeschreven 2/-hoek. *) H. SrersMA. 
*) GC, Knapper, Kz, Lrb. d, Meetk. [ no. 639, 
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Oplossing. 


a) Zij AB de zijde 
van den regelm. ing. 
n-hoek; MC Ll AB, 
damastADI DBS 
zijde regelm. ing. 2n- 
hoek ; trekken we in D 
B eene raaklijn, en ver- 
8 lengen de stralen MA 
B en MB tot zij haar 
snijden, dan is EF de zijde van den regelm. omgeschreven 
n-hoek; als nu GH de zijde zal wezen van den regelm. omge- 
schr. 27-hoek, dan moet / GMH == 4 / EMF zijn, dus ook / GMD 
— 44 EMD. Deelen we dus / EMD middendoor, dan is GD 
de halve zijde van den reg. omgeschr. 2n-hoek = GA == enz. 

DEAD 1 EF — 05 GH 0; 

In A EMD is, daar GM de bissectrix van / EMD is: 

EG:GD = EM: DM, of daar DM == AM 
_EG:GD=EM:AM=ED: AC. : 
(EG + GD): (ED + AC) = GD: AC. 
ED:(ED JAC) =GD: AC. Alle termen maal 27. 
nXEF:(nXEF J-nXxAB)=nXxGH:»xAB. 
2n X Os, 





nXo0O,:(n XO, + n Xi) = nn XE, 


DEN ook 2 X omtr. omg. » h. X omtr. ing. nh. 
omtr. omg. n-h. + omtr. ing. -h. 
b) Als GM de lijn AD snijdt in K is A GKD me A DCA, 
dus GD:AD=KD: AC. Alle termen X 27 
2nXGD:2nXxAD==2nXxKD: 2n Xx AC 





A 
omtr. omg. 2n-h. : omtr. ing. 2n-h, = omtr. ing. 2n-h. : omtr. ing. 


n-hoek. 

Derhalve omtr. ing. 27 hoek mcetk. middelevenredig tusschen 

de omtrekken van den regelm. omgeschreven 2n-hoek en den 
regelm. ing. 7-hoek. H, SreRsMA. 


504, Geef een kenmerk van deelbaarheid voor het getal 61 op. 
(J. Versluys, Deelbh. en Rep. br, $ 11, no. 3.) 
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Kenmerk door aftrekking. Een getal is door-61 deelbaar 
of niet, al naar door 61 deelbaar is of niet, het verschil dat 
men Ten als men van het gegeven getal het laatste 
cijfer weglaat, en van het komende getal 6 maal het wegge- 
laten cijfer aftrekt. 

(J. Versluys, Deelbh. en Rep. br. 8 6.) 

Kenmerk door optelling. Een getal is door 61 deelbaar of 
niet, al naar door 61 deelbaar is of niet de som , die men 
verkrijgt, door van het gegeven getal het laatst: cijfer weg 
te laten en bij het ontstaande getal 55 maal het weggelaten 
cijfer op te tellen. 

(J. Versluys, Deelbh. en Rep. br. S 6.) 

Oplossing. 

Een getal is deelbaar door het priemgetal p, wanneer « 
maal het laatste cijfer bij het voorste gedeelte des getals op- 
geteld, of y maal daarvan alg e een veelvoud van p 
tot uitkomst geeft. 

Stel het getal = a eenh. + btient. —= 10b + a en deelbaar door 
p, indien bJ za of b —ya p-vouden zijn. 

Nemen we aan, dat 10b +-a een veelvoud van p is, dan 
blijft ons nog over te bepalen, welke waarde men voor # moet 
nemen , opdat bJ- za ook een veelvoud van p worde. 

We stellen dan: 

106 +a=pt en b4-wa == pu 
105 + 10ra = 10pu 
105 + a Ek 
(l0e — la —p (10u + f). 
(10z — 1)a moet een p-voud zijn; a kan dit slechts zijn als 


p<5. Stel dus 10e —1=—=pv dus El, 





Nu kan z geen geheel getal zijn als p it op 9 eindigt. 
We moeten dus voor v zulk een waarde nemen, dat pv op 9 


eindigt. Voor y vinden we op dergelijke wijze, y dn 
l Ì ws 
Voor 61 hebben we dus» == Ee waaruit blijkt, dat v = 9 
1 
moet zijn, dus # = Oe =D. 


10 
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61v — 1 61 — 1 
TO dus v —=1; dan 0 Te 


G. H. BARNEVELD. 


505. a) Een getal is deelbaar door 4, als het cijfer der een- 
heden opgeteld bij tweemaal het alen der tientallen een 
som oplevert, die deelbaar is door 4. 
b) Zoek een dergelijk kenmerk van deelbaarheid voor den 
deeler 8 op. 
(J. Versluys. Deelbh. en Rep. br. $ 11, no. 4 en 5.) 


Oplossing. 


a) Stel het getal voor door | ab... pgr |, dan is 
|ab...pgr | =(|ab...p|)100H10g Hr 
=(|ab...p |) 100 H4-8g +2 Hr 
== 4-voud + (2q + 7). 

Het getal is dus door 4 deelbaar, als 2g + 7, het cijfer der 
eenheden opgeteld bij tweemaal het cijfer der tientallen , een 
4=voud is. 

b) Stel het getal voor door | ab...opgr |, dan is 

|ab...opgr | =(|ab...o |) 1000 + 100p + 10g Hr 

— 8-voud + (96p + Bq) + (4p + 2q Hr) 
— 8-voud + (4p + 2q + 7). 

Een getal is dus door “8 deelbaar, als het cijfer der een- 
heden opgeteld bij tweemaal het cijfer der tientallen en vier- 
maal het cijfer der honderdtallen een som oplevert, die deel- 
baar is door 8. 





Wr+5 Ze 


506. Op te lossen: 4° “47” —2 ET 
(P. J. Bos, Lrb. d. Alg. III, bl. 35, no. 75). W. 
Oplossing. 
TT 
Voor deze verg. kan men achtereenvolgens schrijven: 
g2+6 2x + 5 o+2 


ET de ed 
2x +6 2x +5 22 


2 — 2 kl ET 


220217 (49 —1) 


_— 507. 
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Ir+5 


2 Rn 
(2r +5) log 2 — log 48 + elog 7 
(2 +5) X 0,30103 — 1,68124 + « X 0,84510 
0,60206 # + 4,50515 — 1,68124 + 0,84510 « 
— 0,24304 z = 0,17609 
xv == — 0,7245. W. 


Wanneer men op de zijden AB, BC en AC van eenen 
AABC de stukken AD,,BE en CF neemt, zóó dat 


ADI on BE = en en Ch ee is, vervolgens op de 

zijden DE, EF en FD van den dus gevormden A DEF 

de stukken EI, FG en DH neemt, zóó dat mie, 
FE FD 


KO ensen DSS Dn is, dan zijn de lijnen HI, IG 


en GH evenwijdig met de zijden van den oorspronkelij- 


ken A. C. A. Crkor. 
Oplossing. 


Bewijs. Zij CK == h, dan is 
FL == Ek en dus HM = 





n—l 








EN Sn Á 
” 


— HM. Hieruit volgt HI // AB. 
Voor HG en GL geldt het- 
zelfde bewijs. 
Opmerking. M. 1. ten on- 
rechte heeft men uit dit vraag- 
stuk verschillende gevallen wil- 
len halen, aangezien er staat 


dat men de stukken op de zijden neemt. C.. A Cikors 


508. 


Eenen A ABC construeeren, zóó dat AB door een ge- 
geven punt D, BO door een gegeven punt Ben CA door 


1 
een gegeven punt F gaat, en verder dat AD = 5 AB 
’ 


BE = BĲ en RSS 7 CA 18. C. A. Crkor. 


121. 


Oplossing. 


Constructie. Men verbindt de drie gegeven punten D,E 
en F (zie: fig. no. 507); op DE neemt men een stuk DI == 
=DE; op EF EG = ; EF, en op FD FE; FD. Door D 
trekt men eene lijn //HI, door E eene lijn //IG, en door F 
eene lijn // HG, dan zijn die lijnen de zijden van den ge- 
vraagden A ABC. 

De redactie van dit vraagstuk laat de volgende gevallen toe : 

le. D,E en F' liggen op de zijden zelve. 

2e. D en E liggen op twee zijden, F op het verlengde der 
derde zijde. 

3e en 4e. D of E liggen alleen op een verlengde. 

5e, 6e en 7e. Ieder der drie punten ligt op eene zijde, de 
twee overige liggen op het verlengde van de andere zijden. 

8e. D, E en F' liggen alle op een verlengde. 

Daar ik echter 508 op 507 heb laten volgen blijkt, in ver- 
band met de aanmerking bij 507, dat het mijne bedoeling: 
was alleen het eerste geval te behandelen. Intusschen is de 
uitbreiding zeer verdienstelijk. C. A. Crkor. 


PRIJSOPGAVEN. 4. 


509. Als een getal niet deelbaar is door 5, is zijn vierkant, 
vermeerderd of verminderd met 1, deelbaar door 5. Be- 
wijs dit. | 

Oplossing. 

Een getal, dat niet deelbaar is door 5, kan door een: der 
twee vormen 5n 1, ôn 2 worden voorgesteld; zijn vier- 
kant bijgevolg door 

(Bn)? +2.5n J- 1 —= 5-voud +1 
of (Bn)? dE 4. In J- 4 —= D-voud + 4 = 5-voud — 1. 
Hiermee is het gestelde bewezen. 


Tweede oplossing. 


Elk getal, niet deelbaar door 5, heeft tot cijfer der een- 


heden 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8 of 9. De respectieve vierkanten dier 
getallen hebben tot cijfer der eenheden 1, 4, 9, 6, 6, 9, 4 en 
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1, waaruit blijkt, dat ze vermeerderd of verminderd met 1 
deelbaar zijn door 5. 

Aanteekening. Uit-de theorema's van FerrMmar en EureEr 
volgen de eigenschappen in no. 509 en 510 terstond. 


510. Als een getal niet deelbaar is door 7, is de derdemacht 
van dat getal, vermeerderd of verminderd met 1, deel- 
baar door 7. Bewijs dit. 

Oplossing. 

Een getal, dat niet deelbaar is door 7 , kan door een dezer 
vormen tl, Int-2, In :3 worden voorgesteld; zijn 
derdemacht bijgevolg door 
(7n)3 + 3(Tn)?. 1 J- 3(Tn). 12 HE 13=7-voud E1, 

(A0)3 + 3(T2)?. 2 J 3(Tn). 22 HE 23—=7-voud +23—=7-voudEl, 

(7n)3 + 3(7n)2. 3 J- 3(Tn). 32 dE 33=7-voud E33 =7-voudeEl. 

Wat bewezen moest worden. 


511. Als a,b en c drie verschillende getallen zijn, welke 
voldoen aan de betrekkingen 
a3 d-pad-gq=0, b3 H-pb dq =Oenc? + pet q =0, 
bewijs dan, data + b + c=0. | 
Oplossing. 


Trekken we de tweede vergelijking van de eerste af, dan 
komt er a3 —b3 + p(a—b)=0 
of, door te deelen door den factor a —b, die niet nul is, 
ar Jabd-b?Jp=0....eee (1) 
Door dezelfde bewerking op de eerste en derde vergelijking 
toe te passen, verkrijgt men 
a: Jac de? dp =O rn (2) 
De ‘gelijkheden (1) en (2) van elkaar afgetrokken, geven 
a(b —e) Jb —e? =0 
of eindelijk, na deeling door 5 —c 
q — b J Ge 
512. Vereenvoudig de uitdrukking 
as b3 C3 


Ged toten (c —b) 
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Oplossing. 


Voor de uitdrukking kan men schrijven 
a3 b3 c3 
GED (ae) (a—b) Ok —0)(b —c) 

Als men deze breuken onder denzelfden noemer brengt, 
door tot noemer te nemen het KG. V. der noemers, wordt de 
noemer (a — 5) (a — c) (b — c),en de teller a? (b — c) —b? (a —c) 
Jc? (a — b). 

Men kan den teller in factoren van den eersten graad ont- 
binden en vindt dan, dat hij gelijk is aan 

(ala) Oe) (adt), 
zoodat de uitdrukking wordt a Jb Jc. 
Tweede oplossing. 

Merken we op, dat de teller nul wordt, als men er achter- 
eenvolgens a=—=b, a=c, b==c maakt. Hij is dan deelbaar 
door elk der factoren van den noemer, dat wil zeggen de 
noemer is deelbaar op den teller. 

Daarenboven, als de teller een homogene veelterm van den 
vierden graad en de noemer een homogene veelterm van den 
derden graad is, moet het geheele quotient dezer twee veel- 
termen ook homogeen en van den eersten graad zijn. 

Men kan dus stellen: quotient = ma J- nb + pc, waarin 
m,n, p getallen coëfficienten aanwijzen. 

Om de waarde dezer coëfficienten te verkrijgen, is het vol- 
doende te onderzoeken wat het quotient wordt, als men twee 
der drie getallen a, 5, c nul stelt. 

Men heeft dus a —= ma; waaruit m == 1 

OU 5 find 
| CG De; À Dh 

De gegeven uitdrukking is dus gelijk a J- 5 Jc. 

Opmerking. Men kan ook gemakkelijk op een algemeene 
wijze bewijzen, dat de uitdrukking 

me be 
(a — Ù)(a — ce)... (a —Ì) zh (bB—a)(b—e)... (b — pak 
Ü | 
REEDE k) 
gelijk a Jb He J-...- k + L wordt. 
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513. Bereken de zijden van een rechthoekigen A, als de om- 
trek = 2 S en de inhoud = 4? gegeven zijn. 


Oplossing. 


Zij A ABC rechthoekig in A; stel AB =#, AC =gy, BC 
= 2, dan is Jy t-2=2S, ey —=2a? en 2? Hy? =22. 
Voor deze laatste vergelijking kan men schrijven 
(wy)? — ay = 2? 
td is vJ-y=—=?2S—z en zy —= 2a?, zoodat zij wordk 
(28 — 2)? — 42 = 22 


Dn, L S2 — a? 
of, na herleiding S? — Sz — a? — 0, waaruit 2 = ST 


S2 Ja? 
S pete 








Men heeft vervolgens # Jy = 298 —2= 


De grootheden x-en y,‚ waarvan men de som en: het pro- 
duet kent, zijn wortels der vergelijking 


On Gr ‚X H 2a? —0. 


Discussie. Opdat de En van z positief is, moet S? ) a? 
zijn. Vervolgens is de voorwaarde voor bestaanbaarheid der 


2 212 
(S Ed En 842! 2 0 d 
52 , == 





wortels der vergelijking in X 


of na vereenvoudiging S* — 6a?S? Lat ? 0; 

Aan deze laatste ongelijkheid zal voldaan zijn, als S? buiten 
de waarden ligt, die het eerste lid nul maken. Men moet 
dus hebben 

S2 ) a? (3421 2) 
of 82 a? (3— 212) 

De tweede voorwaarde is tegenstrijdig met de voorwaarde 
S2 > a?, boven gevonden , zoodat S? R) a? (3 +217 2) de 
eenige voorwaarde is, waaraan voldaan moet worden. 

De waarden van # en y zijn dus 

vl BiA Det 
vir 28 
(Zie: De Vriend der Wiskunde, 1 no. 64.) 
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Tweede oplossing. 


Zij A ABC de gevr. A. Stel de schuine zijde AB = c en den 


straal des ingeschr. cirkels — /, dan is volgens bekende meetk, 
, a? a? $ 
formules: 7» = Rn Tb waaruit volgt: 

s 





a? s2 en a? 
AB =e=s—= Baden. ete (1) 
Stel de hoogtelijn CD =h. Trek een mediaan CM, dan is 
da? 
h _ Ho rel eet B Tek Tl TRO ommen eme re (2) 


Men vindt nu gemakkelijk : 

CM == AM == BM =de, 

DM = rv (CM? — CD?) = dr (ce? — 4h?), 
ev (ec? — 4h°) 


AD = 5 ; 
eee) 
B ABDOAB) neee ED) 
=d (ce? + Zeh) —dry (Cc? — eh). ..... (3) 


en BC = 1 (AB XxX BD) =1/ 


dr (62 J-2ch) HA (e2— ch)... (4) 
Substitueer in (3) en (4): 


ce Hew (ec? — 4h?) 
2 





; s: — a? 
2ch = 4a? {zie (2){ en c == 8 — (1), 
dan vindt men na behoorlijke herleiding : 
2 Kete 4 6a?s? 4 

NG) 

Mtd 07 ol (67 bale 0) (6) 
mr 55 Oe. 
Repins. 


514. Als a’, b’, c de lengten der medianen van een willekeu- 
rigen rechthoekigen A zijn, vraagt men tusschen deze 
drie grootheden een betrekking te vinden , welke voor 
elken rechthoekigen A geldig is. 
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Oplossing. 
Zij A ABC rechthoekig in A; AD =a, BE=D, CF =d 
en BC —=a, AC=5, AB =c. Men heeft nu 
D= AB? + 1AC? 
c? =iAB? + AC? 
DA =(AB? + AC?) zBC?. 
Maar a =4BO, dus #BC? =5a? = an 02 et, 
Tweede oplossing. 
Men heeft a? Jc? — 262 + 0? 
Ober te 
De Ee 20e) 
Maar 6? Jc? = 7 en a —= 2a', dus wordt (1) 
8a'? + 2a'* = 1042 =2(b?2 Je) 
of Ba =b2 He? 
welke de gevraagde betrekking is. D. i.: 
In elken rechthoekigen A is de som der quadraten der 


medianen naar de catheten gelijk aan 5 maal het quadraat 
der mediaan naar de hypotenusa. 


PRIJSOPGAVEN. DZ. 


515. Bereken de waarde van x uit 











Er 57673 
16e 6x? 49 
Een at 7 Dd 49 1 —6r de 
Oplossing. 
579x3 
LH 
2 164 6x? 49 
Lal mut innn Tt 
112 Je 96z* 49 J 57623 _ 
3 zn 5 + 49 (7 — 6x) 


2x — 39 4 H- 184 
5828) TDA) 
Br — 18 Laban 
3x — 8 T—6r T° 
Ip — 99 =0, dus © = 11, 
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516. Uit een vol waterreservoir neemt men tweemaal achter 
elkander telkens 30 HL. meer dan de helft van den in- 
‘houd, zoodat er ten slotte slechts 30 HL. in blijft. Hoe 
groot was de oorspronkelijke inhoud en hoeveel werd er 
telkenmale uitgenomen ? 


Oplossingen. 


Stel dat de oorspronkelijke inhoud z HL. was, dan is 
m— (dw H- 30) — | dw — L (Ar H- 30) 4 30} = 30 
nde — 30 — dr Hiv d 15 — 30 == 30 

dn = 15, dusrx = 300. De eerste maal werd er dus 180 en de 
tweede maal 90 HL. uitgenomen. 


Tweede oplossing. 


De le maal bleef er in de helft op 30 HL. na. De 2e maal 
bleef er in het vierdedeel op 15 HL. na, er werd dus uitge. 
nomen het vierde deel en 15 HL., zoodat er in het geheel de 
helft en een vierde deel en 45 HL. d.i. } deel en 45 HL. uit- 
genomen was. Er was dus nog 4 deel op 45 HL. na of 30 
HL. in. Het } deel bedroeg dus 75 HL. De oorspronkelijke 
inhoud was dus 300 HL., terwijl er de le maal 180 HL. en 
de 2e maal 90 HL. uitgenomen werd. 


517. Bereken z uit — et = EBS — ITS pe ne 
Oplossing. 
6a (a J-5) 





b ETS Ian orda) 
ole J-5a)H5ab _ ble + 5a) + 6a (a J- b) 
Weet pal oee (OE vet ba)r ae 
m2 + Dar J- Dab —= br J Dab + 6a® J 6ab 
o2 + (Da — b)w — 6a?® — 6ab = 0 


5a —b 5a —b 
A 
Bab, Tad-b 
de2 


tn 2 In 


vab, 2, =-— ba 
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518. In eene rekenkundige reeks met positieve termen, welke 


5 verschillen, bedraagt de som der eerste „termen 81; 


wordt hierbij de som der volgende vier termen opgeteld, 
dan verkrijgt men 124, Hoe groot is n en de eerste 
term der reeks ? 


Oplossing. 


Zij de eerste term a, het verschil v —= + en het aantal ter- 
men „, dan is 
=din(atl)=dnf2ad L(n—l)} = 81 
of nf 2atd(n—i)j=162....... (1) 
De tweede reeks bevat dan n + 4 termen, zoodat 
S= d(nt 4) Zat A(n -3)| —=124 
of (nJ4)f2ad- L(nd-3)}=248..... (2) 
Substitueert men in (2) 2a + 4(n—1)=z= Ee uit (1) dan is 


162 
(n 4) ( ee J- 2 ) =— 248, waaruit na herleiding 
n? — 39n J- 324 =0,n, =2Tenn, = 12 
zoodat a, = — 3ten a? —= 4. 
Aan de voorwaarden van het vraagstuk wordt alleen vol- 
daan door n= 12ena=—=4. 


519. Construeer een rechthoekigen A uit het verschil tusschen 
de hypotenusa en eene rechthoekszijde en uit den scher- 
pen hoek aan die rechthoekszijde. 


Oplossing 


Zij A ABC rechthoekig in C en / A den gegeven scherpen 
ZL. Neem op AB een stuk AD == AC, dan is BD =ec—b == 
het gegeven verschil. Vereenig C met D, dan kent men van 
A BCD de zijde BD, Z B== 90° —/ Aen/ BDC — 90° J 
J/ A, zoodat hij te construeeren is. 

De constructie is verder eenvoudig. 


520. - Bereken het oppervlak van een omgeschreven regelmatigen 
achthoek, als de straal van den cirkel R —= 14 M. is, 


RS. 129 


| Oplossing. 
Men heeft: zijde omg. reg. 8 hoek =2R(v2—1). 
Opp. omg. reg. 8 hoek =R. Omtrek reg. 8 hoek 
=dR.1I6R(v2—1) =8R? (12 —1)=1568 (12 —1) = 
= 1568 X 0,4142136.. . —= 649,4869248 ... M?. 


» 


Ingezonden natuurkundige vraagstukken, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


17. Met welke snelheid moet men van eene hoogte van 78,4 
M: boven ’t oppervlak der aarde een steen verticaal naar 
boven werpen, opdat de steen na 8 seconden de aarde bereikt? 
(W. H. WisserinkK, Natk. Vrgst. I, no. 52.) 

Oplossing. 
Wordt de steen met eene snelheid van » M. per seconde 


verticaal opgeworpen, zoo bereikt hij na seconden zijn groot- 


2 
ste hoogte h = Di indien g de versnelling der zwaartekracht 
(9,8 M.) voorstelt. De beweging van het hoogste punt naar 


de aarde geschiedt in (er) seconden, derhalve s = 4 gt?, 


v? Ne 
Gn =do(s—) 
18,4 = 89 zijnde, heeft men : 
de | De 
BRT hen 8v J- 29 
dus: 8v —=24g of v—=3 X 9,8 —= 29,4 M, 
Toelichting. De beweging van den steen, van het uitgangs- 


punt tot het hoogste punt is eenparig vertraagd ; de steen be- 
weegt dus omhoog totdat de snelheid 0 is: v_— gf == 0 oft = 


, sec. De afgelegde weg is: 


v? gov v? ’ 
ee SM. - 
h=v tig = 7 3 29 M. Hetlichaam be 
8 2 
vindt zich dus nu ( 18,4 #5) M. boven de aarde, de dalende 
beweging is eenparig versneld en duurt (8— ) seconden, want 
De Vriend der Wiskunde. NV. 


180 


8 sec. na het begin der beweging bereikt het lichaam de aarde. 
De formule s == gt” toepassende (het lichaam toch heeft geen 
" aanvangssnelheid) vindt men eene vergelijking, waarin alleen 
v onbekend is. De beciĳjfering wordt vereenvoudigd door op te 
merken, dat 784 — 8 X 9,8 is. B. W. Monpr. 


18. Een schip, dat een snelheid heeft van 1,2 M. per seconde, 
wordt tegengehouden door een kracht, die de snelheid met 
0,1 M. per seconde verminderd. Hoe ver zal het schip 
nog voortvaren na het begin der tegenwerkende kracht ? 
(J. Versuuys, Rek, Vrgst. Gev. $ 30 no. 7), (Jutfaas 1879.) 
Oplossing. 

De beweging van het schip is eenparig vertraagd. De snel- 
heid is na 12 see. uitgeput. De afgelegde weg is dan s = vt 
—_dat? =12X12—Ex0,1l x 122 —7,2M. 

Opmerking. Voor hen, die wellicht eenige moeite hebben 
met het gebruik der formules, voorkomende in dit vraagstuk 
en het voorgaande, diene het navolgende: 

Is eene beweging eenparig versneld, zoo vindt men de snel- 
heid van het bewegende punt na # sec, als volgt. Is de be- 
ginsnelheid v,, de versnelling a zoo neemt de snelheid elke 
tijdseenheid met a eenheden toe, derhalve na # sec. is de snel- 
heid v,=v, + at. (1) Is de aanvangssnelheid = 0, zoo is v, = 
at. (2) Is de beweging eenparig vertraagd, zoo neemt de 
snelheid elke tijdseenheid met a eenheden af, derhalve na # sec. 
is de snelheid v, =v, — af... (3). | 

De weg, afgelegd in t sec. is nauwkeurig af te leiden, (zie 
o.a. Dr. H. Japikse, Leerboek der Natuurkunde, dl. I blz. 10) 
doeh wordt voor den lezer gemakkelijk gevonden, door toe- 
passing van den regel: 

weg == gemiddelde snelheid X tijd. 
beginsnelheid En eindsnelheid x tijd, 
dus voor eene eenparig versnelde beweging met beginsnelheid : 


of weg —= 


ett ED jn Ethaan (4) 
iS Do == 0, PZOORISE fa 
men Ott ate (5) 
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Is de beweging eenparig vertraagd, zoo is: 
sE Din, t— dat? .,.. (6) 


Form (5) kan natuurlijk uit form (4) worden afgeleid door 
v, = 0 te stellen, form (6) evenzoo uit form (4) door a te 
vervangen door — q. B. W. Monpr, 


19. Een drijvende ijsberg heeft vrij nauwkeurig de gedaante 
van eene regelmatige driezijdige pyramide. Als de breedte 
langs de waterlijn wordt gemeten op 20 M., en de hoogte 
op 15 M.,, hoe zwaar is dan de geheele ijsmassa ? 

(Soort gew. — 0,9 en zeewater —= 1,05.) 
(J. VersLuvs, Rek. Vrgst. Gev. S 30 no. 8), (Korten- 
hoef 1887.) 
Oplossing. 
Daar de soortelijke gewichten van ijs en zeewater 0,9 en 


zh, 0,9 
1,05 zijn, is het LO 





G )ee gedeelte van de ijsmassa onder 


water gedompeld, het (: je steekt boven water uit. (Voor 


het bewijs van deze stelling zie men: De Vriend der Wiskunde, 
IV, bl. 237.) Het boven water uitstekende gedeelte heeft een 
E= 1 Xx 2002y/3 Xx ee 500.000 x1”3 
dM3. (Inhoud regelmatige pyramide — opp. grondvlak x 4 
hoogte; het grondvlak is een gelijkzijdige driehoek, waarvan 
de zijde =a==200dM. is, de hoogte is h—=150dM.) Het 
geheele volume van de ijsmassa is 7 X 500.000 1” 3 dM*., het 
gewicht 7 X 500.000 1” 3 X 0,9 = 5456086 KG. (ongeveer). 
B. W. Monpr. 
20. Wanneer iĳs een temperatuur heeft van 5° C onder O, 
welke temperatuur heeft het dan volgens den thermometer 
van Fahrenheit ? 
(J. VersLurs, Rek. Vrgst. Gev. S 30 no.9), (Waterland- 
kerkje 1863.) 


volume van Ja? 1” 3 X 


Oplossing. 


: 1 
5° C komen overeen met 5 X To == 9° Fahrenheit. De tem- 


peratuur van het iĳs is dus 32 — 9 —=23°F, 
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21. Een hefboom is aan de uiteinden met gewichten belast. 
Laat men die gewichten onderling van plaats verwisselen, 
dan moet men om het evenwicht te herstellen, het kleinste 
333 kilo verzwaren, of het grootste 27 kilo verlichten. 
Welke gewichten hangen aan dien hef boom? (N.B. ’t Ge-= 
wicht van den hefboom is buiten rekening gehouden.) 
(J. VersLuys, Rek. Vrgst. Gev. 8 30 no. 10) (Enschede.) 


Oplossing. 
Stel men het grootste gewicht P, het kleinste Q KG, 
is de hefboom in evenwicht: le. lë aan de kleinste A Pp, 
aan de grootste Q KG. hangt; 2e. als die belastingen Q en 


P — 27, 3e. als zij Q in en P KG. bedragen. Men heeft dus: 
P:Q S= QD 21) a 

135 | 
en Q:(P —27)= (Q + ):P. RE 


De verhouding der hef boomsarmen toch is standvastig, de 
belastingen aan de beide armen zijn derhalve evenredig. 
Uit verg. (2) volgt 334: 27 =Q:(P — 27) 
5: 4=Q:(P — 27) 


of Q en 27). 


Voegt men dit in verg. (1) zoo is EP — 27)? =P (P —27) 


of Ea 4 A dus PZ15 KG en Q 60 
Aanteekening. De hefboomsarmen verhouden zich als 4: 5, 
de lengten der armen zijn onbepaald. B. W. Monpr. 


22. Een lichaam, waarvan ’t S. Gew. 2,5 is, weegt in de lucht 
9 KG. en in zekere vloeistof 6 KG. Hoeveel weegt het 
in een mengsel van 8 deelen van die vloeistof en 1 deel 
water, als er bij de vermenging van de vloeistof in die 
verhouding tot water …, verdichting plaats heeft ? 

(J. VersLuys, Rek. Vrgst. Gev. $ 30, no. 11.), Bussum 1885.) 


Op en 


Het volume van het lichaam is Ee =— 83,6 dM3. Een gelijk 
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volume der vloeistof weegt 9 —6=3 KG., derhalve S. G. 


5 Drie ne van die vloeistof en 1 dM3. 


vloeistof = 


6 
_ water wegen 3 X 34 


6 
5 J-1=8 KG. Dat mengsel heeft een vo- 
Oe 


_lume van en dM3. 1 dM? weegt dus 


20 ! 38 
KG. In die vloeistof weegt het leit dus 9 — 3,6 X 0 
= 042 KG. B. W. Moxpr. 


Ingekomen vraagstukken, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


Schriftelijk werk van ’t examen voor de hoofdakte 
te Leeuwarden (1889). 


Rekenkunde (24 uur.) 


1. Als drie grootheden A, B en C met eenzelfde verschil af- 
dalen, en ‘omgekeerd-evenredig zijn met de getallen 2,3 en 
x, hoe groot is # dan ? 

Oplossing. 
A:B: CEE LE 2a : 6. 
3 7 


OEE oon ette 


2. Als gegeven is: (ma? + nb?) : (me? + nd?) = a? : e?, 
dan is ook: (ma? — nb?) : (me? — nd?) = ab: ed. 
Bewijs dat. | 

Oplossing. 

(ma? + nb?) :{me? J- nd?) = a? : 2 = ma? : me? 
nb? : nd? = ma? : me? 
(ma? — nb?) : (me? — nd?) = ma? : me? =a?:e?.. (1) 
nb?2: nd? — ma? : me? 
be:d2 =a2 Ce? 
RO die de waaruitsab sed 42:02 „ee (2) 
Uit (1) en (2) volgt (ma? — nb?) : (mce? — nd) = ab: ed. 
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3. A en B, die eene firma vormen, leggen respectievelijk 
f 20000 en f 30000 in. Van de winst zal elk hunner 
vooraf 5 pCt. rente van den inleg genieten, terwijl van de 
rest A f 3 tegen B f 4 zal ontvangen. Als A nu in't ge- 
heel +; van de totale winst krijgt, hoe groot was dan die 


totale winst ? 
Oplossing. 


Er wordt vooraf 5°/, van f 50000 kapitaal d.i. f 2500 uit- 


gekeerd. A ontvangt hiervan f 1000, d.i. 2. Hij ontvangt 


van de totale winst 2, dus van die f 2500 d.i: & —2 =d 


te veel. Van de rest ontvangt hij 2, d.i: 2 — S= zh te 
weinig. + der rest is dus van f 2500, de rest derh. 
f 3500 en de totale winst f 2500 + f 3500 = f 6000 of 12 °/, 


van het kapitaal. 


4. Van twee kapitalen, die zich verhouden als 2 tot 3, staan 
de renten tot elkaar als 3 tot 4 en de tijden gedurende 
welke ze uitstaan als 6 tot 5. In welke verhouding zouden 
de renten staan, indien de percenten onderling verwisseld 
werden (de verhouding der kap. en der tijden natuurlijk 


dezelfde blijvende) ? 
Oplossing. 


Na de onderlinge verwisseling der percenten 
1 CEN 
AOR ORD RL DD 


5. Van een kubus is het verschil tusschen eene diagonaal op 
het oppervlak en eene ribbe —= 2 dM. Benader de lengte 
van eene lichaams-diagonaal tot op een halven millimeter 
nauwkeurig. (De becijfering in haar geheel in de oplossing 
op te nemen.) 

Oplossing. 


Stel de ribbe =#, dan is de vlakke diagonaal d=ar 2 
en de lichaamsdiagonaal D=ear 3. 
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Nu is d—-rz=rr2—-rzerlv 2—1) =2, waeruite = 

Zr 21) en D=(2v 24-29) (1 3) =r 24 12 dM. ; 
rv 244898 en 1 12—3,464 zijn minder dan 0,001 te 

klein, zoodat D = 8,362 minder dan 0,002 te klein en D= 

8,36 dM. nauwkeurig is tot op + mM. 

2y° + 32? 

5t 
van e, en 2 omgekeerd-evenredig afhankelijk is van t, Ds 
welke wijze hangt w dan af van #? 


OIS #2 — 23 is, y recht-evenredig af hankelijk is 


Oplossing. 


Als y m-maal zoo groot (klein) wordt, wordt z ook m- B 
zoo groot (klein) en # m-maal zoo Kin (groot). y?* en z? 
worden dan elk m?-maal zoo groot (klein). 








Bp TS ee wordt dan 
2y 22 e 2 2 2 2 
gs enig omt: Bo EE )_ amp? AN 
DE. — 
m 
jd 2y° + 32? ds 2y2 + 32? 
(of 2 ET wordt == en ) 


zoodat ook # m-maal zoo groot (klein) geworden is. 
x is dus omgekeerd-evenredig afhankelijk van f. 


Stelkunde (14 uur.) 
1. Herleid: 


— 1 —1 4 1 —l ik —l 

(oo ND zst)Ex (2 Xx 52 2 ) 
Oplossing. 

Geg. vorm =v/ (3 J- dr 5) Xx 


ef 


ne 
1 


=DE) X = (4 +5) X ene =|. 
2 


1 
ni dd 
2. Los z op uit: z? — ar J- 2 — 2a? + 5a —3=0. 
Oplossing. 


ze — ar J- 2202 Ja 3 =0 
— (a — 2) — (24° — Da + 3) = 0 
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de Ja —4 
EC 





ME 








En EV (EE 
Di 


oa en 2, =1—g. 


3, Iemand leent f 10000 tegen z pCt. ’s jaars; na een jaar 
betaalt hij aan kapitaal en rente f 4000 af en nog een jaar 
later weer. f 4000, waarna hij nog f 2656 schuldig blijft, _ 
bereken «. 

Oplossing. 

Aan het einde van het eerste jaar is hij aan kapitaal en 
rente f 10000 + f100z schuldig. Hij betaalt f 4000 af en 
blijft dus nog f 6000 +f 100x schuldig. Aan het einde van 
het tweede jaar bedraagt de schuld aan kapitaal en rente 


(6000 H 1002) (1 Hoon )= a*H160r J 6000. Hij betaalt nu 


weer f4000 af en blijft nu nog #2 J- 160x + 2000 = 2656 
schuldig, dus #? J 160r — 656 — 0, waaruit # = 4. 


Meetkunde (2 uur.) 


1. Bewijs, dat de zijde van den ingeschreven regelm. tienhoek 
gelijk is aan het grootste stuk van den in de u. en m. 
reden verdeelden straal. 


Oplossing. 


Zij AB de zijde van den ing. reg. tienhoek. Vereenig het 
middelpunt M met A en B, dan is ‚\ MAB een middelpunts A 
met M tot top, zoodat / M= 36° en / MAB = / MBA =— 729, 
Trek de bissectrix BC dan is / ABC == 36° en / ACB == 72°, 
zoodat A ABC gelijkbeenig en AB —= BC is. Ook is / MBC == 36° 
dus is ook A CBM geliĳjkbeenig en BC = CM, dus AB = 

BC=CM. Verder is A MAB A BAC, dus 
| AC:AB == AB: MA 
of AC: MC == MC: MA d 
dus AB? —= MC? == AC ‚MA =(R—MCO).R.. 


"2, Het oppervlak van een regelm. 12-hoek, beschreven in een 
cirkel, is a? ; bereken het oppervlak van den regelm. 4-hoek, 
Nn in denzelfden cirkel, 


137 


Oplossing. 

De inhoud van een reg. ing. 2n-hoek is gelijk aan het pro- 
duet van den halven straal en den omtrek van den reg. ing. n-hoek. 

Opp. ing. reg. 12-hoek —= R.6R=3R? =4?, dus R= dar 3. 

Zijde ing. reg. 4-hoek = Rv’ 2=dar 6. 

Opp. ing. reg. 4-hoek — (dar 6)? = 24°. 

Tweede oplossing. 
Zijde ing. reg. 12-hoek —=R aars: 
Apothema „ a À z=vIR? —(1R Leers! 
z=iRV 28. 

Opp. ing. reg. 12-hoek = omtrek x + apothema 
| RL BX IRI IT 173 = IR? 
waaruit R= day” 3, zijde ing. reg. 4-hoek = Ry” 2—=dar 6 
en opp. ing. reg. 4-hoek —= (dar” 6)? = 24? 


3. Construeer een trapezium als gegeven zijn: het verschil der 
evenwijdige zijden, het verschil der opstaande zijden, de 
‚som der hoeken aan de basis en een der diagonalen. 
Oplossing. 

Zij ABCD het gevraagde trapezium. Trek CE//DA dan is 
BE het verschil der evenwijdige zijden. Neem CF —= CE == AD, 
dan is BF het verschil der opstaande zijden. / A+/ B= 
Z BEC + / Bis ook gegeven, dus / BOE = 180°— (/ A +/ B) 
bekend... Trek EF, dan is A CEF geliĳjkbeenig, dus / CFE 
— d (180° — 4 BCE) = 4(A + B) en / BEE —= (180° — 
ZL CFE —=180° — (AB) bekend. Omdat A CEF ge- 
lijkbeenig is, is / BFE stomp, dus BE > BF. A BEF 
kan dus geconstrueerd worden. Verleng daarna BF, maak 
L FEC =/ CFE, dan wordt het hoekpunt C bekend. Be- 
schrijf uit C met de gegeven diagonaal AC als straal een 
cirkelboog, die het verlengde van BE in A snijdt. Trek uit . 
A eene parallel aan CE en uit C eene parallel aan BE, dan 
is het snijpunt D dezer 2 parallellen het vierde hoekpunt van 
het gevraagde trapezium ABCD. Als de diagonaal BD ge- 
geven is, beschrijft men uit B met BD als straal een cirkel- 
boogje, dat de parallel aan BE in D snijdt. Daarna trekt 
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men uit D een parallel aan CE, welke de verlengde BE in 
A snijdt. ABCD is dan het gevraagde trapezium. 


CV. Als het product der diagonalen van een vierhoek gelijk 
is aan de som van de producten der overstaande zijden, 
dan is die vierhoek een koordenvierhoek. 

(C. Krarper, Kz., Lrb. d. Mtk. I, $ 283, no. 507.) 
M.v; O5 
Oplossing. 

Theorema van Prouemeus. In een koordenvierhoek is het 
product der diagonalen gelijk aan de som der producten der 
overstaande zijden. 

In een willekeurigen vierhoek is het product van de diago- 
nalen kleiner dan de som der producten der overstaande zij- 
den. (KNAPPErR, no. 506; De Vriend der Wiskunde, IT, 
no. XXVI.) 

Bewijs wit het ongerijmde. Was die vierhoek geen koor- 
denvierhoek , dan zou het product der diagonalen kleiner zijn 
dan de som der producten der overstaande zijden (no. 506). 
Dit strijdt met de onderstelling. 

Tweede oplossing. 
Ond, ABCD is een vierhoek, waarin 
AC.BD = AB. CD + AD. BC. 

Gest. ABCD is een koordenvierhoek. 

Bewijs. Trek uit C eene lijn CE zóó, 
dat / BOE == / ACD en maak CE zoo- 
lang, dat 

AC:BC = CD: CE 

en onderstellen daarbij, dat E niet in 

BD valt, dan is A BCE » A ACD 

(1/ == en de omliggende zijden even- 

redig) , waaruit volgt 

AC:BCU= AD:BE of AC.BE =AD.BC.…. . « (I) 

Trek nu DE, dan is A CDE @'A ABC, omdat £ ACD + 
LACE =/ BCE 4 / ACE of / DOE =/ ACB en CD: AC 
==CE:AB volgens constructie, derhalve ook 

CD:AC =DE:AB of AC, DE AB: CD CORR 
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Uit (1) en (2) volgt nu 
AC (BE + DE) = AB. CD + AD. CD 

maar AC.BD=AB.CD HAD. CD En 
dus AC(BE + DE) = AC.BD ‘of BEDE =BD, m a. w. 
E moet in BD vallen, òf CBE =/ CBD. Uit EA CBE » 
A ACD volgt / CBE = 4 CAD, dus / CBD = / CAD, zoo- 
dat deecirkel, welke door A, C en D gaat, ook door B moet gaan. 

Lag B er niet op, dan zou / B) of {4 CAD zijn, wat 
strijdt met hetgeen pas bewezen is. Vierhoek ABCD is dus 
een koordenvierhoek. H. SreRsMA. 


CVI. Een omgeschreven 2n + 1 hoek is regelmatig , als zijne 
zijden gelijk zijn. NS 
(C. Krarper, Kz., Planimetrie, $ 295; no. 516.) 


Oplossing. 


Door de hoekpunten en de raakpunten worden de zijden 
verdeeld in stukken. Gaat men van een willekeurig hoekpunt 
uit, dan zijn de eerste stukken aan weerszijden van dat punt 
gelijk; voorts bewijst men gemakkelijk, dat aan weerszijden 
van dat punt nu ook de tweede stukken, de derde stukken... 
de (2u J- De stukken gelijk zijn. Deze beide laatste stukken 
liggen echter op ééne zijde, waaruit weer volgt, dat al de 
stukken gelijk zijn. 

Uit de @ der rechthoekige AA , welke ontstaan door het 
middelpunt met de raakpunten en de uiteinden der zijden te 
vereenigen, volgt nu: 

10. de gelijkheid der // van den 2n +1 hoek, 

20, dat de hoekpunten op denzelfden cirkelomtrek liggen, en 

30, dat de zijden eenzelfden cirkel, concentrisch met den 
voorgaanden, in haar midden aanraken. 

De 2n J 1 hoek is dus regelmatig. - W. VALKHOFF, 


CVIL. Als men in een regelmatigen vijftienhoek het eerste hoek- 
punt verbindt met het vijfde, het vijfde met het negende, 
enz., telkens drie hoekpunten overslaande, dan is de zijde 
van den regelmatigen stervormigen vijftienhoek, dien men 
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verkrijgt, uitgedrukt in den straal des omgescheven cirkels, 


gelijk aan ER Joas) 34 vish 


4 
(C. Krarrer, Kz, Lrb. d. Mtk. I, S 308, no. 546.) -M. v. 0. 
Oplossing. | 
Denk u den koordenvierhoek, waarvan de zijden achtereen- 


dee 
60” 60’ 60 °° 60 | 
nen; de diagonalen van dien vierhoek onderspannen dan elk 


volgens van den cirkelomtrek onderspan- 


Ee van den cirkelomtrek. Nu is _ 


60 
a.zijde ster 15-hoek +a.a=a.a 
15 10 10 Geb 
a: — a? 
10 


zijde reg. ster 15-hoek = £ 


R? AR (5) 
JR (0253 1bi 
=diRIv (1042 5) 15| 


| W. VALKHOFF. 
Tweede oplossing. 


Stellen we de koorden , die 1, 2, 3, enz. maal een aan- 
genomen boog onderspannen, resp. voor door k,, k,, k 
dan is (# = 1 nemende) 


Sud 


ky= hijr (Ak) (Ĳ) 

enh, =ki vit == kje (2) 
(Zie: De Vriend der EE IV, blz 124.) 
Is nu de aangenomen boog ==, X 360°, dan is 


it We Bb dr (10-425), 
Verder is-kj=t{ ASR/De (SON 
4A—khiz=tt 94 Br (80—6r bj 
kj =k (4— ki) =H 128 HA 5 — (ZH 2 5) (30—6r 5) | 
th 2v 5) (30 —6/ 5) | 
ki=k; id) Et PT GO 
kj =A ld (10-25) dt 15 =3)| 


=iiv(l04-2v 5) 15). 
REDIJNS. 
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EENIGE OPMERKINGEN OMTRENT DE BEPA- 
-_ LINGEN VAN LIJN EN HOEK 


DOOR 
J. C. EGER. 


Wanneer het in één vak noodig is eenheid in bepalingen te heb- 
ben, dan is ’t voorzeker in de Wiskunde. Reeds voor 25 eeuwen 
werden de grondslagen voor deze Wetenschap gelegd en voort- 
durend is in de volgende eeuwen daarop voortgebouwd, waar- 
door dat gebouw thans eene aanzienlijke hoogte en uitgebreidheid 
verkregen heeft. Bij zulk een groot en uitgestrekt gebouw is 
het van het uiterste gewicht, dat de grondslagen goed en 
deugdelijk gelegd zijn, opdat het gebouw daarop vaststa, niet 
„wankele en daardoor mogelijk instorte. 

En toch, wanneer wij die fundamenten nagaan, dan zien wij, 
dat niet alle bouwmeesters op hetzelfde fundament hun gebouw 
doen oprijzen, maar dat de een zijne grondslagen eenigszins 
anders legt dan de andere. Hoe dit komt, willen wij straks 
nagaan, nadat wij eerst die verschillende fundamenten bezichtigd 
hebben, 

Als wij dit- over de gansche uitgestrektheid der Wiskunde 
wilden doen, zouden wij misschien een boekdeel daarover 
schrijven kunnen; thans willen wij ons enkel met twee grond- 
begrippen uit de Vlakke Meetkunde bezighouden, n. L. die 
over lijn en hoek. Wij hebben daartoe na te gaan wat ver- 
schillende autoriteiten daaromtrent zeggen. En nu moet ik 
mij beperken tot de stof, die mijne bibliotheek daartoe aanbiedt ; 
een ander kan wellicht aanvullen , met hetgeen andere geleerden 
daaromtrent zeggen, die ik niet kan raadplegen, omdat ik ze 
niet te mijner beschikking heb. 

Dat ik die schrijvers hun eigenaardigen schrijftrant laat 
behouden, spreekt van zelf. 

a. In een werk getiteld: De zes eerste boeken en het twaalfde 
boek van Euclides, vertaald door S. J. de Puyt; Leiden 1784 
komen omtrent de lijn deze dorre volzinnen voor: Een punt 
is, dat geen deelen heeft, 

Eene linie is eene lengte zonder breedte. 
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Bene rechte linie is, welke gelijk tusschen zijne punten ge= 
legen is, 

J. H. v. Swinden, Amsterdam 1790, zegt: 

Wanneer men de uitgebreidheid met betrekking tot hare 
lengte beschouwt, op de breedte en dikte geen acht gevende, 
maar deze beide aftrekkende, verkrijgt men het denkbeeld van 
eene linie of lijn. 

Vandaar de gewone spreekwijze der wiskunstenaaren, datde 
lijn eene lengte is zonder breedte of dikte. 

De uiteinden der lijnen, en hare onderlinge snijdingen,_ 
worden stippen genoemd. 

Vandaar de gewone spreekwijze der wiskunstenaaren, dat 
de stippen geen deelen bezitten. 

Sommigen beschouwen de lijn als door den gedurigen voort- 
gang van een stip gebooren; zo men wil, als de moet of het 
spoor dat een bewogen stip zou nalaaten. 

Eene rechte lijn is eene zoodanige lijn, die overal gelijklijk 
tusschen hare stippen gelegen is. 

Anderen zeggen: eene rechte lijn is die, welke de kortste 
is tusschen twee stippen; doch daartoe moet men eerst bewij= 
zen, dat twee zijden van een driehoek te zamen langer zijn 
dan de derde. 

J. de Gelder, ’s Gravenhage 1829: 

Eene lengte-uitgebreidheid, eenvoudig lijn genoemd, is al- 
leenlijk in dezelfde of in eene veranderlijke rigting uitgestrekt. — 
De lijnen zijn derhalve de grenzen der vlakken, en de deelen 
eener vlakte raken of sluiten, volgens het beloop van lijnen, 
aan elkander. 

Eene rechte lijn is eene lijn, welke altijd in dezelfde rigting 
voortgaat, zonder, ter regter- of ter linkerhand, op- noch 
benedenwaarts, af te wijken. 

De afstand van twee punten tot elkander, is de regte lijn, 
welke, van het eene tot het andere dezer punten , getrokken 
wordt, 

S. F. Lacroix, 2e druk door Schmidt en 5e druk door Bie- 
rens de Haan : 

Ook deze vlakken hebben grenzen, waar zij aan elkander 
sluiten: deze grenzen, die dus nog maar volgens eene enkele 
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afmeting zich uitstrekken, heeten lengte-uitgebreidheden of lijnen. 
De grenzen der lijnen, ter plaatse waar zij elkander ontmoeten, 
heeten punten. Punten hebben dus in het geheel geene afmeting. 

Bovendien ook kan men zieh eene lijn ontstaan denken 
door de beweging van een punt. 

De fransche uitgave, waarvan de 13e druk in mijn bezit 
is, luidt evenzoo. 

Van de rechte lijn zeggen de genoemde uitgaven: Eene regte 
lijn is de (kortste) afstand tusschen twee punten. De fransche 
uitgave zegt: le plus court chemin. (de kortste weg.) 

Rouché et Comberousse zeggen : De grenzen of de onderlinge 
snijdingen der vlakken heeten lijnen. Men geeft den naam 
punten aan de uiteinden van eene lijn , aan de onderlinge snij - 
dingen der lijnen, 

De eenvoudigste van alle lijnen is de rechte lijn, waarvan 
het begrip aan iedereen bekend is, en waarvaan een gespan- 
nen draad het beeld is. 

Twee punten bepalen eene rechte lijn ; met andere woorden, 
door twee punten kan men altijd eene rechte lijn trekken, en 
men kan er slechts ééne door trekken. 

Eindelijk nog een paar aanhalingen uit duitsche werken. 

J. FE. Lorenz, Grundrisz der reinen Mathematik; Helm- 
stedt 1804: 

Die Gränzen der Flächen heiszen Linien, die blosz Länge 
haben; und die Gränzen der Linien Punckte, die keine Aus- 
dehnung also gar keine Theile haben. (De grenzen der vlak- 
ken heeten lijnen, die alleen lengte hebben; en de grenzen der 
lijnen punten, die geen uitgebreidheid, dus in het geheel geen 
deelen hebben.) 

Eine gerade Linie ist, deren Punckte alle nach einerley 
Gegend zu legen. (Eene rechte lijn is die, welker punten één 
weg uit liggen.) 

Oskar Schlömilch, Grundzüge der Geometrie des Maasses, 
3e Aufl. Eisenach 1859: 

Die Gränzen der Flächen sind die Linien, die Gränzen der 
Linien sind die Punkte. 

(De grenzen der vlakken zijn de EN de grenzen der 
lijnen zijn de punten.) 
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En na er op gewezen te hebben, dat lijnen geen deelen 
der vlakken, punten geen deelen der lijnen zijn kunnen, maar 
de lijn het spoor is dat een bewogen punt achterlaat, zegt hij : 

Der Punkt musz in irgend einer Richtung weiter gehn. 
Hierby können nur zwei Fälle eintreten; entweder nämlich 
behält der Punkte bei seiner Bewegung die einmal eingeschla- 
gene Richtung fortwährend bei oder nicht, wodurch natürlich 
verschiedene Linien entstehen. Im ersten Falle nennt man 
die beschriebene Liuie eine gerade Linie, und kan daher sagen : 
die gerade Linie ist diejenige, welche durchaus nach einer 
und derselben Richting verläuft. D. 1: | 

Het punt moet in eenige richting voortgaan Hierbij kun- 
nen zich twee gevallen voordoen: namelijk òf het punt be- 
houdt bij zijne beweging onveranderlijk de eenmaal ingeslagen 
richting òf zij doet dit niet, en hierdoor ontstaan natuurlijk 
verschillende lijnen. In het eerste geval noemt men de be- 
schreven lijn eene rechte lijn, en men kan daarvan zeggen: 
de rechte lijn is diegene, welke overal naar eene en dezelfde 
richting voortloopt. 

Overzien wij het aangehaalde, dan vinden wij tamelijk goede 
eenparigheid in de bepaling eener lijn, nl. grenzen of snij= 
dingen der vlakken; maar omtrent de rechte lijn is de over- 
eenstemming niet zoo groot. Het komt mij voor, dat de be- 
paling door Schlömileh gegeven de meest correcte is. 

b. De bepalingen omtrent den hoek loopen nog meer uit- 
een, zooals uit het volgende blijken zal. 

Euclides vert. door de Puyt zegt: 

De platte of effen hoek is de zaamenkoming van twee linien, 
die elkander in een plat vlak, en niet in eene rechte linie, 
ontmoeten. 

Een rechtlinische hoek wordt genaamd, welken rechte linien 
bevatten. p 

V. Swinden: De onderlinge helling van twee lijnen, die in 
het zelfde vlak gelegen zijn, en verlengd worden, tot dat zij 
elkander in eenig stip snijden, wordt een wlakke hoek genoemd. 
Die hoek is rechtlijning, zo de lijnen, die denzelven uitmaa- 
ken , recht zijn. 

J, de Gelder: Een rechtlijnige hoek is de onbepaalde vlakte- 
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ruimte, welke gelegen is tusschen twee lijnen, die in eenig 
. punt zamenkomen, en ondersteld moeten worden, als tot in 
het oneindige verlengd te zijn. 

De verschillende uitgaven van Lacroix komen met de Gelder 
overeen. | 

Rouché et C,: De beschouwing van twee rechte lijnen die 
elkander ontmoeten leidt tot een nieuw denkbeeld, namelijk 
van helling ten opzichte van elkander of hoek (inclinaison 
mutuelle ou angle). 

Schlömileh; na eerst gezegd te hebben dat twee lijnen in 
verschillende richtingen in een plat vlak elkander moeten ont- 
moeten en aan het ontmoetingspunt een hoek vormen, zegt 
hij: dieser (der Winkel) ist der Unterschied unter den Rich- 
tungen der beiden in einem Punkte zusammenstossenden (oder 
von ihm auslaufenden) geraden linien. 

D. i.: De hoek is het verschil in de richtingen der beide 
in één punt samenkomende (of van daar uitgaande) rechte lijnen. 

Hier loopen de bepalingen sterk uiteen. De oudste bepalin- 
gen noemen den hoek een plat vlak, de latere het verschil 
in richting tusschen twee lijnen. 

Volgens Enclides zou men ook met twee kromme lijnen, of 
met een kromme en een rechte lijn in een plat vlak een hoek 
kunnen vormen; maar sedert het jaar 1828, toen ik leerde van 
holle, bolle en gemengde hoeken (Vormleer naar Pestalozzi), 
heb ik die hoeken nergens aangetroffen. De Gelder en Lacroix 
willen een plat vlak; v. Swinden, Rouché et C. en Schlömilch 
het verschil in richting, en dit laatste komt mij voor het zui- 
verste te zijn. Immers met de vraag: onder welken hoek ziet 
men uit P de punten A en B, wordt toch bedoeld: Wanneer 
men in P staat en naar A ziet, hoeveel moet men dan de 
richting veranderen om naar B te zien? Het is dus veran- 
dering in richting ! 

V. Swinden voegt bij zijne bepaling van hoek het volgende, 
dat zeer opmerkelijk is: 

„Daar de hoek alleen de helling van twee lijnen is, volgt 
het, dat de grootte van den hoek alleen uit de grootte van 
die helling, en geenszins uit de lengte der beenen van den- 
zelven moet beoordeeld worden. Of de beenen lang of kort 

De Vriend der Wiskunde, NV. 10 
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zijn, of zij meer of min verlengd worden, blijft hunne hel- 
‚ling, en dus de hoek dien zij maaken , dezelfde.” 

„Men beoordeelt de gelijkheid van twee hoeken uit derzelver 
overeenkomst. Zij zijn namelijk geliĳk, indien, wanneer men 
vooronderstelt, dat de beide toppen op elkander, en een been 
van den éénen hoek langs een been van den anderen, gelegd 
zijn, het tweede been van den eerstgemelden, met het tweede 
been van den laatstgenoemden, overeenkomt, en dus dezelfde 
helling heeft. Zo dit geen plaats heeft, zal die hoek het 
grootst zijn, wiens tweede been buiten het tweede been van 
den anderen valt.” 

„Dit is het oorspronkelijke denkbeeld; en de natuurlijke 
maat, van de geliĳkheid of ongelijkheid van twee hoeken. De 
zwaai der timmerlieden steunt op dit beginsel. En het is 
daarop , dat de Wiskunstenaars alles bouwen , wat zij van de 
gelijkheid of ongelijkheid van verschillende hoeken bewijzen” 

„Er zijn ‘er, die willen, dat men in de vergelijking van 
twee hoeken dus te werk gaa: dat men namelijk van de bee- 
nen gelijke deelen afsnijde; en met denzelven als radiussen, 
uit de toppen cirkelbogen beschrijve: en dat men dan uit de 
gelijkheid of ongelijkheid der ruimten over de gelijkheid of 
ongelijkheid der hoeken oordeele. Doch men moet met het 
denkbeeld van een hoek, die alleen in de helling van twee 
lijnen bestaat, dat van eene ruimte, die tusschen drie lijnen 
begreepen is, niet. verwarren. Wij zullen wel is waar bewij- 
zen, dat de cirkelbogen een eigenaardige maat voor hoeken 
opleveren: doch ik twijfel of dit grondbeginsel wel als een 
eerste grondbeginsel kan beschouwd worden.” 

Men ziet hieruit, dat beide denkbeelden ten allen tijde hunne 
aanhangers en verdedigers gevonden hebben, Ook in den 
tegenwoordigen tijd zijn de gevoelens nog zeer verdeeld; men 
zou van de thans in gebruik zijnde leerboeken uitvoerige be- 
wijzen daarvoor kunnen aanhalen; doch dit zal wel overbodig 
zijn, daar alle beoefenaars der Wiskunde verscheidene van die 
werken in bezit zullen hebben. 

Ofschoon ik vrij uit verklaar, dat ik de onderlinge helling 
der lijnen, of het verschil in richting tusschen de lijnen, als 
het ware denkbeeld van hoek beschouw, wil ik niemand dit _ 
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denkbeeld opdringen. Ook is het mijn plan niet iemand te 
kwetsen, en sommige menschen zijn zoo licht geraakt; mijne 
bedoeling met dit opstel is alleen, de aandacht op deze beide 
zaken te vestigen; ieder hebbe eene eigene opinie, maar ieder 
hebbe toch ook in dit opzicht eene goed gevestigde opinie ! 


VRAAGBUS. 


J. Versruvs, Leerboek der Algebra II. 8 307. VRAAGSTUK. 
Een vaas bevat 7 kogels. Bepaal de waarschijnlijkheid, dat 
men uit de vaas een oneven, en ook de waarschijnlijkheid, 
dat men uit die vaas een even aantal kogels zal trekken. 

Zoudt U mij de oplossing in $ 307 van het Leerboek wil- 
len toelichten ? C. KERDEL. 


Torricnrine: Men heeft hier te doen met een geval van 
samengestelde waarschijnlijkheid, waarover in 8 300—8 302 is 
gesproken. Men kan elken kogel nemen of niet nemen. Dit 
zijn de eenige gevallen, die zich kunnen voordoen en ze staan vol= 
komen gelijk. Van hier het getal 2. Past men die redeneering 
toe op elk der eerste zes kogels, dan krijgt men door toepas- 
sing van het beginsel der samengestelde waarschijnlijkheid 26. 
Er zijn dus 26 gevallen, wat die 6 kogels betreft en de zevende 
kogel stelt ons in de gelegenheid het aantal aan te vullen tot 
een oneven aantal, Ee, met het geval van een even aantal. 

J. VERSLUYS, 
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VERBETERING. 
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Een paar vraagstukken over Piramiden. 
door C, F, A. Zernike. 
De oplossingen volgen later. 


1. Als de opstaande zijvlakken van eene driezijdige piramide 
geliĳjkbeenige driehoeken zijn, ligt het voetpunt der hoogte- 
liĳn in het middelpunt van den omgeschreven cirkel van 
het grondvlak. Bewijs die stelling en haar omgekeerde. 

2. Hoe moet het grondvlak eener vierzijdige piramide zijn, op- 
dat de opstaande ribben aan elkander gelijk kunnen zijn ? 

3. De doorsnede van een viervlak met een vlak, evenwijdig 
aan twee overstaande ribben, is een parallelogram. Is het 
viervlak regelmatig, dan is die doorsnede een rechthoek. 
Is het omgekeerde van die laatste stelling ook waar ? 

4, De tweevlakkige hoeken aan de ribben van het grondvlak 
eener driezijdige piramide kunnen zijn: 

alle drie scherp. 

twee scherp en éen recht. 

éen scherp en twee recht. 

éen scherp, éen recht en éen stomp. 

twee scherp en éen stomp. 

éen scherp en twee stomp. 

NER ligt, in elk dezer gevallen, het voetpunt van de 
hoogtelijn op het grondvlak ? 

5. Welk van de gevallen, in het vorige vraagstuk vermeld, 

kunnen zich voordoen bij eene vierzijdige piramide en waar 

ligt dan telkens het voetpunt der hoogtelijn ? 
Neem achtereenvolgens als grondvlak : 
a. een onregelmatige vierhoek , 
b. een trapezium, 
c. een parallelogram. 

Kunnen de zijvlakken van een viervlak congruent zijn, 

zonder dat het viervlak regelmatig is ? 

7. Bewijs, dat eene regelmatige driezijdige piramide een regel- 
matig viervlak is, als de hoogte der opstaande zijvlakken 
gelijk is aan de hoogte van het grondvlak. 

8, Van eene regelmatige driezijdige piramide is de hoogte van 


on En 


oo 
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het grondvlak 3 en de hoogte der opstaande zijvlakken 4, 
Welke is de hoogte van de piramide ? 

9. Van eene driezijdige piramide is het grondvlak een recht- 
hoekige driehoek en ligt het voetpunt der hoogtelijn in het 
midden van de schuine zijde van het grondvlak. Bewijs, 
dat de opstaande ribben onderling gelijk zijn. 

10. Kunnen de opstaande zijvlakken van eene regelmatige pira- 

mide gelijkzijdige driehoeken zijn ? 

Wanneer wel en wanneer niet ? 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°”. Augustus 1890 franco 


54l. 


542, 


543. 


544, 


545, 


546. 


bij den Redacteur A.J. vAN BREEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


Twee cirkels met geliĳke stralen beschreven snijden elkaar. 
Bereken de zijde van het vierkant in het gemeenschap- 
pelijke deel beschreven, wanneer de straal R en de af- 
stand der middelpunten == a gegeven is. 

Trek in A ABC de bissectrices AD, BE en CF, die * 
elkaar in I snijden; neem op BC CH = AC, BG = AB 


en vereenig A met Gen H. Zij K het snijpunt van 


AG met CF en L dat van AH met BE. Bewijs nu dat 
G, K, I, L, H op een cirkelomtrek liggen. J.M. Taren. 
Trek in A ABC de medianen AD, BE en CF. Maak 
LBAd=/ CAD, 4 ABe == Z CBEen/ BOf=/Z ACH, 
dan heeten Ad, Be en Cf de symmedianen van A ABC. 
Bewijs, dat deze door 1 punt gaan. H. Srersma. 
A ABC is rechthoekig in A. Bewijs nu, dat de me- 
diaan van B, de hoogtelijn van A en de loodlijn op AC 
in het voetpunt der symmediaan van B elkaar in 1 punt 
snijden. | H. Srersma. 
Uitbreiding van no. 483, bl. 67 , aanteekening. 
Beschrijf op de zijden van een A ABC buitenwaarts 
kwadraten en verbind hunne naaste hoekpunten. Er 
ontstaan dan 3 AA CDE, BNS, AUT. Op DE, NS, 
TU zijn weder kwadraten geconstrueerd en de naaste 
hoekpunten verbonden. 
1. Bewijs, dat PQND, OSTJ en HIUE trapezia zijn. 
2. Zoek de betrekking tusschen het oppervlak dier trapezia _ 
en dat van A ABC. 
3. Bereken de oppervlakte der geheele figuur. J.C. Boer. 
Iemand neemt op 1 Januari 1883 eene hypotheek van 
f 20000. Hij moet daarvoor bij den aanvang van elk 
volgend jaar, te beginnen met 1 Januari 1884 eene vaste 
som terugbetalen , waardoor na 25 jaren de schuld met 
inbegrip van de rente afgelost is. Als hij evenwel na 
15 stortingen zijne dan nog overblijvende schuld in 1 


547. 


548, 


549. 


550. 


551. 


552. 


553. 


554. 
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_ termijn wil aflossen, hoeveel moet hij dan nog betalen ? 


De rente wordt tegen 41 0/, berekend. 

(Eindex. H. B. Scholen , 1883.) 

Door een punt P, buiten 2 gegeven cirkels M en N ge- 
legen, eene lijn te trekken, waarvan door de cirkels 
gelijke koorden worden afgesneden. bed: L..& V. 
Iemand wil zorgen, dat van 1 Januari 1878 tot en met 
1 Januari 1890 aan eene Vereeniging ieder jaar f 250 
wordt uitbetaald; hij stort te dien einde van 1 Jannari 
1870 af jaarlijks eene zelfde som. Hoeveel moet deze be- 
dragen, als de interest tegen 4°0/, berekend wordt ? 
Eindex. H. B. Scholen. 1877.) 


PRIJSOPGAVEN. 4. 
Een rechthoekigen A te construeeren , waarvan de om- 
trek en de inhoud gegeven is. | W. 
Bewijs, dat eene pyramide regelmatig is, als haar grond - 
vlak een regelmatige veelhoek is, en 3 van hare op- 
staande ribben gelijk zijn. C. A. Crkor. 
(C. A. Crkor, Stereom. Vrgst. no. 193.) 
Als a —b deelbaar is door p, zal ook a”* — b”* deelbaar 
zijn door p. Bewijs dit. 
(J. VersLuys, Deelbh. en Rep. br. 8 11, no. 9.) 
Hoeveel deelers zijn er gemeen aan de getallen 1800, 
1440 en 2520? 
J. VersLuys, Deelbh. en Rep. br. 8 26, no. 1.) 
Wanneer in A ABC AD : DC == m : n en BE: EC = 
m : n en door het snijpunt F derlijnen AE en BD de lijn 
HG // AB wordt getrokken , vraagt men te bewijzen , dat 
HE —= FG is, en te berekenen in welke verhouding elk _ 
dezer lijnen staat tot AB. 
(Toel. ex. Kon. Mil. Acad. 1889). 
Van een stomphoekigen driehoek ABC zijn de zijden AB 
nb BO —- 21 en CA S= 10cM. De lijn, die uit het 
hoekpunt A door het middelpunt van den ngeschreven 
cirkel des driehoeks wordt getrokken, snijdt den omge- 
schreven cirkel des driehoeks in D. 
(Toel. ex. Kon. Mil. Acad. 1889). 


555. 


556. 


557. 


558. 


‚559. 


560. 
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PRIJSOPGAVEN. B. 


In een A ABC trekt men de mediaan CD, de bissec- 
trices DE en DF der /4 ADC en BDC en de lijn EF. 
Bewijs, dat EF // AB. C. A. Crwror. 
Te berekenen: B | — 10 — B (—10 — B — 10) | 

(P. J. Bos, Lrb. d. Alg: III, bl. 29, no: 120) 
De som, het verschil of het product van 2 geheele ge- 
tallen is deelbaar door 3. Bewijs dat. 
(J. VersLuys, deelbh. & Rep. br. 8 11, no. 8). 

Een herbergier koopt een partij jenever van 60 L. voor 
68 cent de Liter, terwijl het alcohol-gehalte 30 pct. be- 
draagt, en vermengt die met eene tweede partij , die hem 
op 94 cent de Liter komt en eene sterkte heeft van 40 pct. 
Zoo hij nu dit mengsel met water aanlengt tot het nog 
25 pet. aleohol bevat en dan voor f 1,015 de Liter ver- 
koopt, wint hij 75 pet. van zijn geld. Hoe groot was 
de tweede partij? _ B 
(Toel. ex. Kon. Mil. Acad. 1889, Rek.). 

Van een driehoek ABC is de hoek A == 60°, de om- 
liggende zijden zijn gelijk 5 en 8 c.M. Bereken de lengte 
van de ‘lijn, die het hoekpunt A verbindt met het mid- 
delpunt van den aangeschreven cirkel des driehoeks, die 
binnen hoek A gelegen is. 

(Toel. ex. Kon. Mil. Acad. 1889). 

A is aan B f 10000 schuldig, die hij over 1 jaar moet 
betalen. Hij doet de schuld af op eene andere wijze, 
n.l.: f 1000 terstond en vervolgens gedurende 6 jaren 
telkens eene gelijke som. Hoe groot is die som, als de 
interest 4 ten honderd bedraagt. 

(Eindex. H. B. Scholen, 1880). 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden 


—CXIV. In een halven cirkel wordt op de middellijn AB een 


loodlijn CD opgericht, die den omtrek snijdt in D. 
Op de deelen AC en BC van de middellijn worden 
halve cirkels beschreven, die binnen den gegeven hal- 


CXV. 


CXVI. 
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ven cirkel liggen. Beschrijft men nu 2 cirkels, die 
ieder den grooten halven cirkel, de loodlijn en een 
der kleine halve cirkels raken, dan zijn die 2 cirkels 
even groot. Bewijs dit. (Lemma van Archimedes). 
De Vriend der Wiskunde, I, no. 30. 

(J. VersLuys, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. S I, no. 30). 





Constructie. Trek uit A. de raaklijn AT aan den halven 
cirkel op BC, uit zijn middelpunt Q en uit B door 
T: 2 rechten, die CD in J en I snijden en uit I// AB 
eene rechte IH, die QI in H snijdt, dan is H het 
middelpunt van een der gevraagde cirkels. Dat van 
den tweeden , wordt op dezelfde wijze bepaald. 
Men vraagt het bewijs dezer constructie. M. Srmons. 
Men vraagt een vierhoek te construeeren , waarvan ge- 
geven zijn: de zijden BC en AD, de diagonaal AC, 
Z BAD en / BCD. J. WALDECK. 
Door een punt van de lijn, die een hoek middendoor 
deelt, een rechte lijn te trekken, waarvan het stuk, 
dat binnen den hoek ligt, een bepaalde lengte heeft. 
(J. VersLuys, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. $ 81, no. 4). 
M. Sruons. 
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GOEDE OPLOSSINGEN , 


_der Opgaven 501—520, Natk. Vrgst. 11—22, Hoofdakte 
Vrgst. Leeuwarden, CV—CVII zijn ingezonden door : 


A. 501—520; Natk. vrgst. 17—22; Leeuwarden Rek. 1—6, 
Alg. 1—3, Mtk. 1-3, CV—CVIL 

J. Akkerman, 509—516, 518520. 

J. J. C. Ament, 509—520. 

G. H. Barneveld, 501—516, 518—520; Natk. Vrgst, 17—22; 
Leeuwarden Rek. 1—5, Alg. 1—3, Mtk. 1—3; CV, CVL. 

P. J: v. d. Berg, 509—514. | 

IJ. de Boer, 515, 516, 518—520; Natk. Vrgst. 17, 18 20, 
21; Leeuwarden Rek. 1—4, 6, Alg. 1—3, Mtk. 1, 3. 

G. A. Boes, 509—511, 518, 514; Leeuwarden Rek. 1—4. 

P, J. Bos, 501. 

F. Brandenburg, 509—514. 

C. E. Bueninek 504, 505, 508-511, 513; Leeuwarden Rek. 
LRL | 

C. A. Cikot, 507, 508. 

E. Cupido, 503—506, 509—512, 514—520; Natk. vrgst. 17, 
18, 20—22; Leeuwarden Rek. 1—6, Alg. 2,3, Mék. 1—3. 

P. D. 515—519. 

A. van den Dries, 515—520. 

J. C. Eger, 502. 

H. J. Feitsma, 509—514. 

W. Gabriëlse, 502, 504—520; CV—CVII. 

H. Gouwentak, 501—512, 514; Natk. vrgst. 17—22 ; Leeuwar- 
den Rek. 1-6, Alga2, 3 Miks 13, OMC 

J. M. van Greven 509—512. 

H. de Groot, 508, 509—514. 

Harm te R. 509—520. 

P. J. Helwig, 509—511, 513, 514. 

H. Hindriks, 502, 503, 505—508, 515 —520. 

Jegel, 509 —514. 

Kapel, 516—519. 

H. Klein, 515—520. 

J. H. K., 502—507 , 515—520. 

Kor. 509—520. (Meld mij uw naam en adres.) 
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J. Kooy, 501—506, 508—520 ; Natk. vrgst. 17—22 ; Leeuwar- 
den Rek. 1—6, Alg. 1—3, Mtk. 1—3, CV—CVIL. 

C. Kruyt Dz., 509, 510, 513; 515—520. 

L. 509—520; Leeuwarden Rek. 1—6, Alg, 1—3, Mtk.1—3. 

J. A. Doesburg Lannooy, 515, 517—520. 

L. W. van der Lee, 509—514. 

J. Leijstra, 509—514. 

E. B. J. Luitink, 509—511, 518. 

M. d. m. 509—514. 

J. W. F. Meijer 509—514, 

Mijntje, 502, 504, 505, 515—520. 

W. A. W. Moll, 503-—514, 516, 519, 520, 

L. Molt, 509—511, 513, 514. 

B. W. Mondt, Natk. vrgst, 17—22, 

C. Mulders , 509—514. 

L. Navis Hzn., 515—517, 519, 520. 

L. J. Oosterhoff, 509—514. 

J. Oosterhuis, 515—520. 

M. v. Overeem, 501—520, Leeuwarden Pek. 1—6, Alg. 1—3, 
Mtk. 1—3. 

J. Ozinga, 509—514, 516—520. 

J. Posthumus, 504, 509—514. 

J. Pull, 509—511, 513, 515, 516, 518—520. 

Redijns, 509—514, CV—CVIL. 

L. Roelofsen , 515—519; Natk. vrgst. 17—22, Leeuwarden 
Rek, 1—6, Alg. 1—3, Mik. 1-3. 

A. van Rooijen, 509, 512, 516, 518—520. 

Z. V. S., 501—520, Natk. vrgst. 17—22; Leeuwarden Rek. 
1—6, Alg: 2, 3, Mik. 1—3; CV—CVIL 

B Schmidt Pz. ‚ 509— 514. 

H. J. Scholten , 504506, 509—520; Pan Rek. 1,2, 
5, TL. 2, Mik. 1,2. 

E. SE 504506, 515 —520. 

_H. Schouwenburg, 509—514. 

H. Siersma, 503, CV—CVII. 

M. Simons, 501 —520. 

W. A. Sluiter, 509—511, 513, 514. 

Jos. Smeets, 509, 510, 513, 514, 
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Süd, 509-514. | 

W. Valkhoff, CV-—CVIL 

H. Verkaart, 509—514; Natk. vrgst. 19—22, Leeuwarden 
Rek. 1—6, Alg. 1-3, Mtk. 1, 3; CV—CVII. 

D. A. Vermeulen, 503—520, Natk. vrgst. 17, 18, 20-—22, 
Leeuwarden Rek. 1—6, Alg. 1—3, Mik. 1—3. 

A. Vermeer, 501-514; CV—CVII. 

W., 501, 506. 

V. d. Wal & Verborgh, 501—520, Natk. vrgst. 17—22, 
Leeuwarden Rek. 1—6, Alg. 1—3, Mtk. 1—3 ;; CV—CVII: 
G. Zorgdrager , 505, 509—514; Natk. vrgst. 17, 19, 21, 22. 


Examen-vraagstukken voor de Hoofdakte. 1889. 
Amsterdam en ’s-Gravenhage. 


Rekenen (2 uur). 

1. Gegeven: (m — 1)? :{p —gq)? = Mm? Fn? :p? +? 

Men vraagt daaruit door toepassing van eigenschappen der 

evenredigheden , af te leiden: m:n=—=p:g. 

Oplossing. 
nt (p — 0 = (tt +) (pt 0) 

Schrijven wij de termen der eerste reden in dezen vorm: 
(m2 — 2mn An?) en (p° —2pg +g°), dan Erg wij voor 
de evenredigheid : 

(mm? — 2mn + n°): (p° — 2pq +9?) = (m2 + n°): (Pp? +9°). 
Hieruit leiden wij af: 2mn : 2pg —= (Mm? + n°): (p? te) 
En uit deze evenredigheid : 

(mm? H 2mn + n2):(p* + 2pq +0°) = 
= (mn? — 2mn + n°): (Pp? —2pg +9°). 
Uit deze laatste volgt : 
(mn): (pt 9) = u — 1): (p —0). 
Waaruit verder wordt afgeleid: 
2m:2p=?2n:2g;, 
dus m:p=n:g, 
of Meth L. 


2. Bij het einde van het boekjaar eener vennootschap ont- 
vangt de directie 15 °/, van de zuivere winst. 12°/ van 


157 


de rest en nog f 228 wordt bij het reservekapitaal gevoegd, 
waarna juist 8°/, of f 3000 minder dan de zuivere winst 
alsdividend aan de aandeelhouders kan worden uitgekeerd. 
Hoe groot is het maatschappelijk kapitaal ? 
Oplossing. 
De directie ontvangt 15°/, der zuivere winst. Er blijft dus 
85°/, der zuivere winst over. Van deze rest wordt 12°/, en 


nog f 228 bij het reservekapitaal gevoegd. 


88 _ 85 


Aan de aandeelhouders wordt dus uitgekeerd : 100 X 100 


An dier winst — f 228. De 
aandeelhouders krijgen dus 74,8 °/_ der zuivere winst — f 228. 
Aangezien dit f 3000 minder is dan de zuivere winst, is 74,8 °/, 
dezer laatste f 3000 —f 228 -—=f 2772 minder dan de volle 
zuivere winst. 

25,2°/, der zuivere winst is dus f 2772. 

Ca 5 Pit 2D f: 110, 

De zuivere winst is derhalve f 11000. Hiervan krijgen de 
aandeelhouders 74,8 X f 110 — f 228 — f 8228 — f 228 —= f 8000. 

Aangezien deze 8°/, van het bedrijf kapitaal is, bedraagt 
dit laatste 12,5 X f 8000 — f 100000. L. 


der zuivere winst — f 228, of 


3. Iemand kocht te Londen 817 yards laken voor 163 £ 8 Sh. 
en verkocht deze partij te Amsterdam, Als de gezamen- 
lijke onkosten bij den inkoop 74 °/, hebben bedragen, tegen 
hoeveel moet hij dan de Amst. el verkoopen om 10°/, te 
winnen ? 

3 yards = 4 Amst. el. 

1 pond Sterling (£) == 20 Schilling = f 12. 

Oplossing. 
163 £8 Sh. = 1632 £ —= f 1960,80 inkoop. 
74°/, onkosten van f 1960,80 is f 147,06, zoodat hem die 
partij te Londen f 2107,86 kost. 

10°/, winst is f210,785. De verkoop is dus f 2318,645. 

817 yards = 817.14 Amst. el = 10894 Amst. el. 

| Amst. el kost dus bij verkoop f 2318,645 : 10894 —= f 2,13, 
L. 
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4, Als 3 arbeiders A, B en C zeker werk gezamenlijk afma- 
ken, doet B van het werk. | 
Door A en B samen zou het werk 8, uur, en door B en 
C samen in 9, uur verricht kunnen worden. In hoeveel 
tijd kan het Hor ieder arbeider afzonderlijk gedaan worden ?_ 


Oplossing. 
Terwijl B 3 5 van het werk afmaakt, verrichten A en C 


2 
samen — hiervan. B's kracht staat dus tot die der andere 


twee samen als 10 tot 21, A en B maken het werk in 82, 
11 22 


uur af, dus verrichten per uur 90 = 180 B en C verrichten 


het werk in 9-2 uur, dus maken per uur en hiervan af, 


Hadden wij nu een tweeden arbeider B, dan werd door deze 

f 41 B 
vier mannen per uur verricht 180 vn het werk. Letten wij 
op de verhouding, die er bestaat tusschen de kracht van B en 


die van A en C samen, dan vinden wij dat van deze En 


10 
door B per uur —— wordt verricht. C maakt dus per uur af 


A 
9 ' 
i80’ terwijl A EE En doet. A maakt dus het werk in 15 uur, 
B in 18 en C in 20 uur af. L. 


5. Van 2 regelmatige vijfzijdige prisma's, die even hoog zijn, 
staan de gewichten tot elkaar als 1:2 en de soortelijke 
gewichten als de ribben der grondvlakken. De ribbe van 
het grondvlak des eersten is 12 cM.; men vraagt tot in 
tienden van mM. nauwkeurig de ribbe van het grondvlak 
van het tweede prisma. 

NB. De bewerking van dit vraagstuk in haar geheel 
laten staan. 
Oplossing. 
De inhouden van 2 prisma's met gelijke hoogten verhouden 
zich als hunne grondvlakken; omdat deze regelmatige veel- 
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hoeken zijn, is de verhouding der inhouden der 2 prima’s als 
die der quadraten der ribben der grondvlakken. 

De soortelijke gewichten der prisma’s verhouden zich ook 
als de ribben der grondvlakken. 

Hieruit volgt, dat de verhouding der gewichten der prisma’s 
gelijk is aan die der derde machten der ribben. Dus 

123: (ribbe tweede prisma)? =1:2 
ribbe grondvlak tweede prisma =P 123,2 =P 3456 = 
= 15,119 cM. 


Breda en Arnhem. 


Rekenen. 


1. Een stoomboot vertrok om 8 uur 12 min. uit A naar B 
en kwam om 11 uur 30 min. te B aan. Eene andere ver- 
trok om 8 uur 35 min. uit A en arriveerde om 10 uur 47 
min. te B. Hoe laat was het, toen de eerste boot door 
de tweede werd ingehaald ?. 


Oplossing. 


De eerste boot legt den weg af in 3 uur en 18 minuten. 
De tweede boot doet dit in 2 uur en 12 minuten. 

De eerste boot doet dus 198 minuten, de tweede 132 mi- 
nuten over den weg, of wat de eerste in 3 X 66 minuten 
aflegt, legt de tweede in 2 Xx 66 minuten af. De laatste boot 
loopt dus 1,5 maal zoo snel als de eerste. 

Wanneer deze snelvarende boot vertrekt, is de andere reeds 
23 minuten onderweg. Wanneer de eerstvertrekkende boot 
nu nog 2X23 minuten doorstoomt, heeft de andere in dien 
tijd denzelfden afstand afgelegd. 


Zij haalt dus de eerste na 2 Xx 23 minuten —= 46 minuten 
in. Dit heeft dus plaats om 8 uur 35 minuten + 46 minuten 
== 9 uur 21 minuten Lb 


2. Van 2 gelijke breuken is het verschil der tellers 28. In- 
dien ’t verschil der noemers 1} maal op de som der noe- 
mers is begrepen, en de som van de tellers en de noe- 
mers der beide breuken 114 is, wordt gevraagd , welke 
die breuken zijn. 
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Oplossing. 
Voegen wij bij de som van twee getallen hun verschil , dan 
krijgen wij 2 maal het grootste getal tot uitkomst. 

Nemen wij van de som van twee getallen hun verschil af, 
dan krijgen wij 2 maal het kleinste getal tot uitkomst. 

Volgens het gegevene is het verschil der noemers 14 maal 
op hun som begrepen. Zoo dikwijls dus het verschil der noe- 
mers 2 is, zoo dikwijls is hun som 3. 

In verband met het gezegde in zin 1 en 2, zeggen wij nu: 
2 maal den grootsten noemer is zoo dikwijls 5, als tweemaal 
den kleinsten noemer 1 is. Dé noemers verhouden zich dus 
als 5 en 1. 

De breuken zijn gelijk in waarde. Bij den grootsten noe- 
mer behoort de grootste teller, bij den kleinsten noemer de 
kleinste teller. Tusschen de tellers bestaat dezelfde verhouding 
als tusschen de noemers. Het verschil der tellers is dus 4 maal 
den kleinsten teller. Deze laatste is dus 28 : 4 — 7. De grootste 
teller is dus 28 4-7 —= 35. De som dezer twee is 7 J- 35 — 42. 
De som der beide noemers is dus 114 — 42 == 72. Hiervan 
is de kleinste noemer een zesde. Deze is dus 72:6 —= 12. De 
grootste noemer is derhalve 72 — 12 —= 60. 


De beide breuken zijn derhalve: 2 en d L. 


60 12’ 

3. Een ruwe diamant valt in 2 stukken, die respectievelijk 

een waarde hebben van f 202,50 en f 396,90. Hoeveel 

bedraagt het verlies, door het vallen veroorzaakt, als men 

aanneemt, dat de prijs van een ruwen diamant evenredig 

is met het vierkant van zijn gewicht ? 
Oplossing. 

f 202,5:f 396,9 = 25: 49; dus is de verhouding der gewich- 

ten der 2 stukken als 5: 7, zoodat de prijs van den ongebro- 


122 _ 122 5 
ken diamant Br f 202,50 of = ZE ‚f 396,9 = f1166,40 en 
het verlies f 1166,40 — f 202,50 — f 396,90 = f 567 bedraagt. 


L. 


4, Iemand koopt 175 HL. graan in 2 partijen, de eerste 
tegen f 5,50, de tweede tegen f 6 den HL, Hij verkoopt 
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de eerste partij met 10°/, winst, de tweede met 5 °/, winst 
en wint gemiddeld 7 #°/. Hoe groot was iedere partij ? 
Oplossing. 

10 °/, winst op de fe partij en 5°/, op de 2e partij samen 
staat gelijk met 5°/, op de heele en 5°/, op de le partij 
samen, of met 7}°/, op de heele partij, zoodat 5°/, op de 
le gelijk staat met 23 °/, op de heele partij. Dus verhoudt 
zich de inkoop der je partij tot den geheelen inkoop als 
23:59 = 11:20. Hieruit volgt, dat die der 2e partij tot den 
heelen inkoop zich verhoudt als 9:20 en de inkoop der le 
partij tot dien der 2e partij als 11:9. 

_ De inkoopen per HL. der beide een Ed zich als 
9 


5,5:6, zoodat de 1e partij: 2e partij = 55: 6 = =4:8. 
Dus is de le partij 4x 175 HL. —= 100 HL. en de 2e partij 
15 HL. groot. L. 


5. Een rechthoekige regenput kan 602% HL. water bevatten. 
Men weet nog, dat de som der 3 afmetingen gelijk is aan 
31 maal de lengte, en ook gelijk aan 4-£- maal de breedte. 
Mn vraagt de afmetingen te bepalen. 

Oplossing. 
Lengte : breedte = 48:34 = 24: 17 
lengte: som der afmetingen = 1:34} =—=6:19 = 24: 76 
breedte: „ „ 5 mild del 7 6. 
IED — 5 ED 70 
dus lengte : breedte : diepte — 24: 17 : 35 


. . . pe 60-25 
derh. is de verhoudingseenheid —= 17.85 10 M 
27 3 
Ae Porn 64000 M= n= 0,075 M. 


De afmetingen zijn dus: 
lengte = 24. 0,075 = 1,8 M. ; breedte —1,275 M. en 
diepte = 35. 0,075 M. — 2,625 M. 

Zwolle. 

Rekenkunde (32 uur). 
Men vraagt eene rekenkundige oplossing van de volgende 
vragen : 

De Vriend der Wiskunde, V. 1 
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4. A en B kunnen samen zeker werk afmaken in 194 dag. 
A arbeidt eerst eenige dagen alleen ; daarna doet B { van 
het nog onvoltooide in 6 dagen, terwijl ze daarna samen 
de rest in 12 dagen afwerken. Hoe lang had A eerst 
alleen gewerkt ? 

Oplossing. 

In 1 dag verrichten A en B samen +; van het werk. NaÁ- 
dat A eenige dagen gewerkt heeft, doet B # van het onvol- 
tooide in 6 dagen, en werkt daarna nog 12 dagen mee, zoo- 
dat hij in 18 dagen $ = + van het onvoltooide doet, waar A 
dus 12 dagen over werkt, Dus A’s werkkracht : B's werkkracht 
= 3:2, zoodat A per dag &=—=zh en B #;==zb doet. A 
kan dus in 32 dagen en B in 48 dagen het heele werk alleen 
doen. B werkte 18 dagen, deed dus Jê —= @ van het werk, 
zoodat A 2 van het werk te maken had, dat hij in #: + = 
__20 dagen doet, waarvan hij 12 dagen Hen B samenwerkte, 
zoodat A eerst 8 dagen alleen gewerkt heeft. 


2. Twee hoeveelheden wijn van 70 en 75 ct. den L. worden 
onder elkaar gemengd met nog 2 L. water en dan voor 
80 et. den L. verkocht. Nu wordt er 120/, gewonnen, 
terwijl er 10°/, zou gewonnen zijn, als er geen water 
was bijgevoegd. Hoe groot is elke partij ? 

Oplossing. 

Door den verkoop van 2 L. water à 80 et. wordt er 2 0/, 
of f 1,60 meer gewonnen. De inkoop van het mengsel is dus 
1,60 
0,02 02 
à 80 et. den L. f 88 en het mengsel wijn 110 L. bedraagt. 
110 L. wijn van 70 et. zou bij inkoop f 77 kosten. Ze kost 
f 3 meer, doordat er wijn van 75 et. den L. bij is. Per liter 
bedraagt het verschil in prijs 5 cent. f 3 is 60 X5 cent. Er 
is dus 60 Liter van 75 cent en 110 L. —60 L.=50 L. van 
10 cent. L. 


Xf1l=f80, de winst 10°/, of f8, zoodat de verkoop 


3. A en B handelen samen gedurende 1 jaar en leggen 
respectievelijk f 5000 en f 6000 in. Na 8 maanden neemt 
B evenveel uit den handel, als A er bij doet, zoodat deze 
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Ee van de winst geniet. Hoeveel werd door B uit den 
handel genomen ? 
Oplossing. 
13 $ EN 12 

À ontvangt 5 van de winst.. B ontvangt hiervan dus 25° 


Het geheele handelskapitaal is en blijft f 5000 J- f 6000 = 
f 11000. Hiermede wordt 12 maanden gehandeld. In dezen 
tijd wordt dezelfde winst verdiend, als met 12 x f 11000 = 
f 132000 in eene maand. A's winst staat gelijk met die van 
En X f 132000 =f 68640 gedurende 1 maand. A's winst met 
f5000 gedurende 8 maanden is gelijk aan die van f 40000 
gedurende 1 maand. A wint dus in die 4 maanden met dat 
grootere kapitaal de winst van f 28640 in 1 maand, of van 
f 7160 in 4 maanden. A had dus f 7160 — f 5000 = f 2160 
bij zijn f5000 gevoegd. B had deze uit den handel genomen. 

L. 


4, De weg van P naar Q is 434 KM. A. vertrekt om 8 uur 
uit P en legt 4 KM. per uur af. Kwart vóór 9 gaat B 
uit Q met een snelheid van 5 KM. per uur. Hoe laat zal 
B op gelijken afstand van A en P zijn? 


Oplossing 


Beantwoorden wij eerst de vraag : hoe laat ontmoeten B en 
A elkaar en waar heeft deze ontmoeting plaats ? 


Als B op reis gaat, is A 7 uur onderweg en heeft deze dus 


reeds 7 X4KM.=3 KM, afgelegd. Zullen zij elkander ont- 


moeten, dan dienen zij samen den verderen weg af te leggen. 
Deze verdere weg is 401 KM. lang. Per uur leggen zij samen 
9 KM. af. Dus 404 KM. leggen zij af in 404: 9 = 44 uur. 
B is dan 44 uur onderweg en heeft dus 44 x 5 KM. = 224 KM. 
afgelegd. Hij is dus nog 21 KM, van P verwijderd. 

Terwijl A zich nu van B verwijdert, nadert deze tot P. 
Terwijl de afstand tusschen A en B per uur 9 KM, grooter 
wordt, wordt die tusschen A en P 5 KM. kleiner, 
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Op het gevraagde moment is de afstand tusschen A en P 
dezelfde als die tusschen A en B. Gaan wij nu van dit mo- 
ment uit en laten wij A stilstaan en de punten P en B zich 
naar verschillenden kant verwijderen, P met een snelheid van 
"4 KM. links en B met een van 9 KM, naar. rechts. Na een 
uur is P dan 14 KM. van B verwijderd. Deze afstand moet 
21 KM. worden. Dit heeft dus plaats na 1d uur. Blijkbaar 
heeft nu ook het gevraagde 14 uur na de ontmoeting van A 
en B, dus 6 uur na het vertrek van B plaats. B ging om 
kwart voor 9 op reis. Om kwart voor 3 stond A dus tus- 
schen B en P juist midden in. L. 


5. Met den rand is een tafel 2 M. lang en 1 M. breed. Als 





de rand van het geheele tafelblad is, vraagt men de 


7 

25 

breedte van den rand. N.B. De rand is overal even breed. 
Oplossing. 

Neemt men van het tafelblad den rand af, dan is de opper- 
vlakte 144 dM?. Omdat de rand overal even breed is, blijft 
het verschil tusschen de lengte en de breedte gelijk aan 1 M. 
144 dM?. stelt dus de oppervlakte voor van een rechthoek , 
die 10 dM. langer dan breed is. Nuis 144 == 8 X 18 — 8 (8 + 10) 
dus bedraagt zijne lengte 18 dM. en zijne breedte 8 „dM. 

De tafelrand is dus 1 dM, breed. 

Tweede oplossing. 

Teeken een rechthoek ABCD. Zij AB —=2 M, en BC = 1 M, 

Trek daarin op gelijke afstanden van de zijden parallellen, 
welke elkaar in E‚ F, Gen H snijden. EFGH is dan een 
rechthoek, waarvan EF == EH + 10dM. is. Neem EK en 
HI—=EH, dan is EKIH een vierkant. Vereenig de midden 
L en M van KF en IG, dan zijn IKLM en FGML Z recht- 
hoeken. Leg FGML met LM tegen het vierkant EKIH, dan 
is in de figuur OHMLKP (— rechthoek EFGH), OH = HM = 
EH J5dM,OP == ML == EH en KL = KP =5dM. Verlengt 
men OP en ML tot zij elkaar in Q snijden, dan is LKPQ 
een vierkant, dat 25 dM?. groot is. OQMH is dan ook een 
vierkant. Dus OQMH = rechthoek EFGH — vierkant PQLK = 
144 + 25 = 169 dM?,, derh. OQ = 13 dM, OP = EH = 8 dM, 
EF =EH }10=18dM. De rand is dus 1 dM, breed, 
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Amsterdam en ‘s-Gravenhage. 
Algebra (14 uur). 


1. Gegeven : a 16 Jp —=0. 
_ Welke waarde moet p in deze vergelijking hebben, opdat 
het verschil der vierkanten van de wortels — 96 is? 
Oplossing. 
2 — 16 J-p—=0 
=S 64—p 
dn #7 = (8 HV 64 — p)? (BV 64 — p)? = 
dr de pr 95 
BNERESGL np —3, 64 p= en p— 55, 
Tweede oplossing. 
u te, =16, De, =p en zì —e? — 6, derh.r — a, 
= 6, waaruit e= 11 en v, dusep 119" — 5D. 


2. Hoe lang is de ribbe van een kubus, waarvan de inhoud is: 


SL 


3 2m m 


(12e 8 A18 
| Oplossing. 


3m —3 2m m—l 


ba __+#I) 


Stel #7 — y,‚ dan wordt de inhoud van den kubus voor- 
gesteld door (1243 J- 84° —y — 1) (184% — 34° — 4y J- 1). 
Hierin is 
12y3 4-82 —y— 15 12y? + 6p? Hy? Hy — 2 —1 
— 6" (2y +1) + (2y + 1) —(2y +1) 
— (2y + 1) (64° Hy — 1) 
= (2y +1) (69° + 3y — 2y — 1) 
=(2y +1) 134 (2y + 1) — (2y +1) 
=(2 41) (2y HD (31)... (1) 
18y* — 3? — 4y + 1189? — 6y* 39? — Y —3y +1) 
— 64° (3y — 1) +4 (3y — 1) —(3y —1) 
— (3 — 1) (6y* Hy — 1) 
— (3y — 1) (6y* — 24 + 3y — 1) 
=— (34 — 1) (2 (3y — 1) + (By —1)| 
— (37 — 1) (3y —1)(2y +1)... (2) 
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Dus inhoud kubus = (1). (2) = (24 +1)? .(3y — 1): en 
ribbe kubus — (2y J- 1) (3y — 1) =6p? +y—=l_ 
se Bet En nn Re me 1. 
Tweede oplossing. 
De ribbe van den kubus wordt ook gevonden door den 
te trekken uit het product der twee vormen, 
12Ve 
1843 — 342 — 4y +1 
21646 + 14445 — 184% — 1845 
SOE Tja SV ete 
eedt knn ER pete 4 
ze Ltd ee 
21646 J- 10845 — 90y* — 353 J- 154* + 3y — 1 
B2164°J10845 — 90y*—35yt 15? +3 -1= 62 
(6y°)2=2164° | 


Ty 
108y5 —90y*—35y3 +152 +3y—l | —l 
(108y*18y*Hy?)y=108y" HIG LY? 
—108y4— 3642154? +3y—1 
(1084443643 — 154? —3yt-1)(—1)=—1084* —36Y? +152 43y—1 
0 
Ribbe kubus = 6y? Hy —-1=6e" Pon. 


3. Iemand is verplicht, ingevolge eene erflating , gedurende 
12 jaar aan het einde van ieder jaar f 700 uit te keeren. 
Met hoeveel kan hij die verplichting: contant af koopen, als 
de rente op 4 °/, wordt berekend ? 

Oplossing. 

De f 700, welke achtereenvolgens betaald worden, zijn aan 
het einde van bet 12e jaar respectievelijk 1,0411 x f 700, 1,0410 _ 
Xx f 700,.... 1,04 X f 700, f 700 waard. De sommen zijn samen 

(1,0411 JH 1,0410 H.H 1,04 + 1) X f 700 = | 
_ BOAT Sf 100 =(1,0412— 1) X f 17500 
mal PA met 

Stellen we de afkoopsom (contante waarde) f x, dan is hare 

waarde aan het einde van het 12e jaar 
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1,0412 xfx, dus 1,041? x p= (1,0412— 1) Xx 17500. 

log 1,04 == 0,0170333 1,60103 z = 0,60103 x 17500 
12 log 1,04 — 0,2043996 | log 0,60103 == 9,7788962 — 10 

1,0412 = 1,60103 log 17500 == 4,2430380 

4,0219342 

log 1,0412 — 0,2043996 

log # — 3,8175346 

x= f 6569,535 

Tweede oplossing. 

De contante waarden der achtereenvolgende'’ betaalde f 700 








100 700 700 700 
zijn respectievelijk ere oa Jroe  Vromr roa * 
) ) $ 
samen 
700 100 700 700 ) 
rn Ei 1,0411 ln 1,04? + 1,04 


100 1,0412— 1 __ 700 1,0412— 1 


Dn Ma Todt E00 
Breda. 
Stelkunde. 
1. Ye herleiden : 
4 1 „3 1 SM 
yv | 2aP a )xe (ewa Kee za v( (EP ae) 
12 6 2a) \ 
Oplossing. 
et Abe 
2 ali: 











q 
Rn id s)iro 
2 EARN 2 3 
Re B ese lNdEers Tern SEE 
G 2 q12 (ECH) (5)tre 
egeven vorm a 5 5 5 5 
7 ABG 237 aA 


2. A en B maken samen een werk in 164£ dag. Zoo A alleen 
het werk in 4 dagen minder kan verrichten dan B alleen, 
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vraagt men in hoeveel dagen ieder afzonderlijk het werk 
zou kunnen afmaken. 
Oplossing. 
‘Stel dat A z dagen noodig heeft om het werk alleen te kun- 
nen Sl dan rds B r# +4 dagen. Samen doen zij 
de Wehe 

ri Tale F4) 1618 
werk af, De 576r J- 1152 == 1722 + 68 





1 
SS 28 van het 


dan per dag El 288 


of 17a? — 508 — 1152 — 0 
254 va 254 u 254 __ 290 

mem ee en TT Eh | 

TSL en Jk Em ed 


son nn 


Tweede oplossing. 
Te 17 


Rekenkundig. A en B maken samen per dag 288 S 168 
van het werk af. De breuken, welke uitdrukken, wat A en B 
per dag doen, hebben de eenheid tot teller en het aantal dagen, 
waarin A en B het werk alleen kunnen doen, tot noemer. 
Die noemer is bij B 4 eenheden grooter dan bij A. De som 
dier breuken is gelijk aan eene breuk, die tot teller heeft de 
som der noemers en tot noemer het product dier noemers. Nu 


is de som en De factoren van den noemer verschillen 2, 
5 : Al Tan 
zij moeten 4 verschillen, zoodat de som 516218 S 52.36 


n 1 1 d 
moet zijn. De breuken zijn dus 32 en zg waaruit volgt, dat 


q | 
Á in 1 dag zg en Biu dag 55 doet, zoodat A het werk 


alleen in 32 en B alleen in 36 dagen maken kan. 


3. Iemand zet na het einde van elk jaar f 100 uit à 34 0, 
's jaars. Zoo de rente elk jaar bij het kapitaal Bevoegd 
wordt , hoeveel bezit hij dan na 20 jaren ? 


Oplossing. 
De eerste f 100, die hij na het einde van het eerste jaar 
uitzet, hebben na het einde van het 20e jaar 19 jaren interest 
op interest gestaan en vertegenwoordigen dus eene waarde van 
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(1,035)19 xf 100. De tweede f 100 zijn dan (1,035)!8 x f 100 _ 
waard, dederdef100 (1,035)17 x f 100 en zoo vervolgens tot 
de laatste f 100, die f 100 waarde vertegenwoordigen. Deze 
waarden vormen eene meetkundige reeks, waarvan de eerste 
„term f 100, de reden 1,035 en het aantal termen 20 is. Dus 
pn 1,03520—1 1,035° °—1 
TO 00055 
log 1,0352°® —= 20 log 1,035 — 20 x 0,0149403 == 0,2988060 
1,03520 — 1,9897844; 1,03520—1 == 0,9897844 
0,9897844 __ 
S — 100. On f 2827,955. 
Arnhem. 
Algebra (14 uur.) 


(2-12) (2-12) 
v(edr2) dr (2-2) 
Oplossing. 
Vermenigvuldig teller en noemer met y/ (24-12) —v (2 
Beed 


— WW 2) dan wordt de breuk —= et El 


1. Herleid 


2, Als a en 5 de wortels zijn van de vergelijking me? + ps 
+-g =0, druk dan a? —b3 uit in m, p en q, zonder de 
vergelijking op te lossen. 


Oplossing. 
De wortels der vergelijking mz? + pe + q — 0 zijn dezelfde 


als die vana? J Se + =0, dus 


=—_f —d 
ad-b= emab= &, dus 


at = 5 


Aanb zt en Ed 
Tm m? 

ED 0 

(a — DN? En 


desh en Vp? —4gm. Verder is 
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a3 —b3 = (a? + ab + b?) (a — b) 
= f(a Jb)? — ab} (a — 5) 


— OND EN 2 
= \ 1x p°. — 4qm 


3. Bereken #, door middel van logarithmen, uit: 


zb In B 0,7. 
Oplossing. 
=p 


P 7 log x= log 0,7 
dlog 7 +log log # = log 4 + log log 0,7 
log log # = log £ + log log 0,7 — log 7 
log d = log 0,2 = 9,3010300 — 10 
log 0,7 = 9,8450980 — 10 == — 0,1549020 
log log 0,7 — log 0,1549020 (—) — 9,1900570 — 10 (—) 
dlog 7 = 4 X 0,8450980 = 0,1690198 
dus log log # = 8,3220672 — 10 (—) 
| log # = 0,0209926 (—) == 9,9790074 — 10 
v = 0,95281239. | 


Zwolle. 


Stelkunde (Lt uur). 
1. Te herleiden 
Ee) oet 3 51 








b 5 (2 Da bas ie) 
Bal pmen 
pal Bas ) xs TREE 
Oplossing. 
Ea \ il gl 
z( Ù el vlos Ì Jon 
end! Ba? 
8 1 1 
5 en Een 
26? 2ab3 Ee Dein 
Ge Ek 
== 25, 525 qis0,h 25 
Gegeven vorm =27 ?25,525 dr, ats bië 
rel 38 And 8 7 








38 537 76 537 
ae 5525 ais 1050 5 a 
De PE Ien 102 _522 
b1i75 o b 


2. Bereken z uit de vergelijking: 
1_-vaz=g [2 (ed) el). 


Oplossing. 
1e [2 (et) el] 


1_-3vart-3r—arver=ae re 

B Ek 
x =d 
3. Een kapitaal van f 20000 staat op samengestelden interest 
à 50/,. Aan het einde van elk jaar wordt er f 1500 af- 
genomen. Na hoeveel jaar zal het kapitaal (met interest) 

verbruikt zijn ? 
Oplossing. 

Het kapitaal met den interest zal verbrwkt zijn, zoodra de 
jaarlijksche uitkeeringen samen evenveel bedragen, als het 
kapitaal met den interest. Stel dat dit plaats heeft na z jaren, 
men heeft dan : 


1,05° . 20000 = 1,05% *. 1500 41.05 *.1500 4... + 
1,052 . 1500 + 1,05 . 1500 + 1500 





== 1500 (1,05% * +1,05° ° A... +1,05 1) 
_ 108 1500 — (1,05 — 1) 30000 
Ben 0:05” ok 


dus 1,05 =3; zlog1,05 =log3 
Ent log 3 we 0,4771213 
log 1,03 0,0211893 
log # — log 0,4771213 — log 0,0211893 = 
= (9,6786287 — 10) — (8,3261184 — 10) = 1,3525110 
x= 22,517 jaar. 
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Amsterdam en ’s-Gravenhage. 
Meetkunde (14 uur). 


1. Construeer een A, als gegeven zijn: de basis, de tophoek 
en een trapezium, dat even groot is als de A. 


Oplossing. 
Noemen we de evenwijdige zijden van het trapezium a en & 
en zijne hoogte h, dan is I trap. —= d(a Jb) h. Noemen we 


de basis van den A p en zijne hoogte #, dan is I A == dpa. 


Dus Apr =d(a-b)h, waaruit z = Er te construeeren 


is. Van den: A kent men nu de basis, den tophoek en de 
hoogte. De constructie is nu gemakkelijk. . 


2. Om een cirkel is een gelijkbeenig trapezium beschreven. 
Bewijs, dat de projectie van een diagonaal op een der 
evenwijdige zijden gelijk is aan een der Kd zijden. 

Oplossing. 

Teeken om een cirkel M een gelijkbeenig rani ABCD 
met AB tot basis, BC en AD tot opstaande zijden. Trek de 
diagonaal AC en CK AB, dan is AK de projectie van AC 
op AB. Er moet nu worden aangetoond, dat AK = AD is. 
Noem de raakpunten van den cirkel met AB, BC, CD en AD 
scccessievelijk EE, F,G en H. Trek EG, dan is EKCG een 
parallellogram, dus EK = CG == GD = DH. Verder is AB = AH, 
derhalve AK — AE + EK —= AH + DH = AD. 


3. De schuine zijde van een rechthoekigen A is geliĳk aan de 
zijde van een ingeschreven regelmatigen vijfhoek; de eene 
rechthoekszijde is gelijk aan de zijde van den ingeschreven 
regelmatigen tienhoek in denzelfden cirkel. Druk de andere 
rechthoekszijde uit in den straal. 


Oplossing. ï 
Hypotenusa == zijde ing. reg. 5-hoek = ARV 10 —2y/ 5. 
rechthoekgzijde = „ „ „10- „ =dR(—1dH-1/5) 


gevraagde rechthoekszijde 
= VV IER? (10 — 27 5) — AR? (6 —21 5)| 
=iRv (10-25-6255) =iRrvAeR. 
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Meetkunde. 


1. Bewijs, dat de tweede macht van eene lijn, die het middel - 
punt van eea cirkel vereenigt met een punt van eene koorde 
in den cirkel, gelijk is aan de tweede macht van den straal 
verminderd met het product van de stukken der koorde. 


Oplossing. 


Zij M het middelpunt van den cirkel, C het punt eener 

koorde AB, waarvan D het midden is, dan isin A AMC 
MC? = MA? J- AC? —2AC.AD 
=R? —AC(2AD — AC) =R? — AC. BC. 

Omdat A AMB gelijkbeenig is, is hiermede tegelijk aange- 
toond, dat in een gelijkbeenigen A het quadraat derlijn, uit 
den top naar een punt der basis getrokken, gelijk is aan het 
product der beenen verminderd met het product der stukken, 
waarin het punt de basis verdeelt. 


Tweede oplossing. 


Volgens het theorema van HEurer en SrmwarT (zie: De 
Vriend der Wiskunde IIL no. 221) heeft men 
AC.R? +BC.R? = AB(MC? + AC BO) 
NEOS BOR2 AB. Rr 
R? = MC? + AC BC 
MOR AC BO; 


2. Zoo van een vierkant en een regelmatigen zeshoek de om- 
trekken gelijk zijn, vraagt men naar de verhouding hunner 
oppervlakken, 
| Oplossing. 

Noem de zijde van het vierkant v en die van den reg. zes- 
hoek z, dan is 4v — 62, v= liz, Opp. vierkant = v? — je? 


en Opp. reg. zeshoek == Za dz? = ie? 13 dus 
Opp: vierk.: Opp. reg. zeshoek — 322: 322 7/3 =3:21 3 


3. Hoe groot is de hoek van den cirkelsector, die de helft van 
het oppervlak heeft van den regelmatigen A , beschreven 
in den cirkel, waarvan de sector een deel is ? 
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Oplossing. 

Zij R de straal van den cirkel, dan is van den reg. ing. 
A de zijde = R1/”3, de hoogte = 14 R en het oppervlak = 
3R.ARp/ 3=3R?1 8, dus Opp. sector ZAR? 3. 

L Sector: 360° —= Opp. sector: Opp. cirkel =# KR? 3: R? 

en == 14025’ 45", 84 

Arnhem. 
_ Meetkunde (14 uur.) 

1. Van een scherphoekigen A zijn de opstaande zijden 5 en 6 
dM., en verhouden zich de projecties van de basis op die 
zijden als 2 en 3. Bereken de basis. 

Oplossing. 

Zij in A ABC de basis a, b—=5 en c =6, dan heeft men 
a? Jb? —c? 

2b 

a? Je? — b? 

2e 

ar Hb? —e? a? Je? —b? 
En 

20 2e 

Oe GE 2: zona = 4 VI5E= 6,2048 AM, 

2. Uit een punt van den omtrek van den grootsten van 2 con- 
centrische cirkels eene koorde in dien cirkel te trekken, 
die door den kleinsten cirkel in 3 gelijke deelen verdeeld 
wordt. Druk daarna de lengte dier koorde uit in de stralen 
der gegeven cirkels. 


ZL Sector = 


projectie van a op & gelijk 
8 „ a opc 


en 


Oplossing. 

Zij AB de gevraagde koorde, welke in de punten C en D 
door den kleinsten cirkel in 3 gelijke deelen verdeeld wordt. 
Trek uit A de middellijn AME, alsmede CM en DE, dan is 
A AMC» A AED, dus AM: AE == AC: AD =CM:DE=1:2 
derh. DE —= 2 CM —=2r. | 

Constructie. Trek uit het gegeven punt A de middellijn 
AME, beschrijf uit E met ED — 2r als straal een cirkelboog, 
welke den omtrek van den kleinsten cirkel in D en D, snijdt, 
dan verkrijgt men 2 koorden ACDB en AC,D,B,, welke aan 
de vraag voldoen. 
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Als de middellijn van den kleinsten cirkel gelijk is aan het 
derde deel der middellijn van den grootsten cirkel, dan is de 
middellijn AE de gevraagde koorde, De middellijn van den 
kleinsten cirkel is dan gelijk aan het verschil der stralen der 
2 cirkels. Is die middellijn kleiner dan het verschil der stralen, 
dan is er uit A geen koorde te trekken, welke door den klein- 
sten cirkel in 3 gelijke deelen verdeeld wordt. 


Tweede oplossing. 


Stel de stralen der 2 cirkels R en 7, de gevraagde koorde 
ACDB =z. Trek MF | AB, dan is 
dr) =R? — ME? =R?—|r2 — (40)? | 
gr = RL rr? + dez? 
22 =I(R2 — rene =H (R* — r2) 
Derde oplossing. 
Uit MF? —R? — 4x? en MF? — 2 — Le? volgt 
4MF? —=4R? —x? en 36 ME? = 36 r2 — #2 waaruit 
32 ME? —=36r? —4R? of 16 ME? = 2 (9r? — R2) 
en MF =4U 2(9r2 —R2) 
Beschrijft men nu uit M met MF als straal een hulpeirkel 
dan zullen de raaklijnen uit A aan dezen cirkel getrokken de 
gevraagde koorden zijn. 


3. Als van een ingeschreven vierhoek een hoek recht is, en 
de zijden om dien hoek gelijk zijn, dan is het oppervlak 
van dien vierhoek gelijk aan de helft van het vierkant op 
de kleinste diagonaal. Bewijs dit. 

Oplossing. 
Zij vierhoek ABCD ingeschreven, AB = BO, / B == 90°, dan 
is ook / D= 90°, Trek AE en CF | BD. | 
Opp. ABCD == Opp. A ABD + Opp. A BCD 
=iBD.AE + 4BD.CEF =BD(AE + CF) 
CDE is B 9004 D — 450 dus0E S= DE 
A ABE 2 A BCF, want AB = BC, / ABE =/ BCF en / E 
ej NN 
dus AE = BF, derh. AE JCF = BF + DF —= BD 
en Opp. ABCD = 4 BD?, 
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Tweede oplossing. 

Zij vierhoek ABCD ingeschreven, AB == BC, / B == 90°, dan 
is ook 4 D= 90°. Trek BG} CD en BH | AD dan is in vier- 
hoek BFDE/ F=/ D=ZE=90°, dus ook / EBF — 90° 
derh. EB { FB, verder AB _! CB dus £ ABE = 4 CBF, omdat 
ook AB —=BC en / B == Fz==900is nu A ABEZ2 A BCF 
derh. BE = BF, waaruit volgt 

vierhoek ABCD == vierh. ABED + A BCF 
ee 8 JA ABE = vierkant BFDE 
= vierkant op de diagonaal BD. 


Zwolle. 
Meetkunde, 
1. Een vierhoek construeeren, als gegeven zijn 3 zijden en 
de beide hoeken aan de niet gegeven zijde. 
Oplossing. 

Maak aan denzelfden kant eener lijn AB een / BAC == den 
eenen en een / ABD = den anderen gegeven /. Neem AC = 
een gegeven zijde en BD — een andere der gegeven zijden. 

Trek door D // AB eene rechte, welke AC in E snijdt en 
beschrijf uit C met de gegeven zijde als straal een cirkelboog. 
Deze zal DE in 1 punt F raken, in 1 of 2 punten G en H 
snijden of geen punt met DE gemeen hebben en daardoor aan- 
geven of er 1, 2 of geen vierhoek met de gegevens te con- 
strueeren is. Door uit F, G of H eene lijn FI, GK, HL // 
BD te trekken, verkrijgt men een vierhoek ACFI, ACGK, 
ACHL, welke aan de vraag voldoet. Uit de constructie volgt 
het bewijs gemakkelijk. 


2. Bereken de zijden van een rechthoekigen A, als gegeven 
zijn: de som der rechthoekszijden — 35 eM. en de som der 
schuine zijde en de loodlijn == 37 cM. 


Oplossing. 
Stel de rechthoekszijden z en y, dan is de hypotenusa —= 
En % 
Va? + y? en de loodlijn Sar Men heeft nu 


ee zy 
vty=:85 en Vw? Tr 
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e22oy-y? =1225 | 
nrd? =1225— Ary edy ay ZU 2? 


1225—2eydey  =37 122520 
(1225 — xy)? —1369(1225— 2x) 
T-y* +2887y—176400==0 


Rr H-2ayd-y2=1225 zy=300 
4xy — 1200 


m2 Zaydyt= 25 


g—y=b, dus e=20, Y=15 en Va?Hy? = 25. 


Bewijs, dat de rechthoekszijde van een rechthoekig trape- 

zium, welks diagonalen elkaar rechthoekig snijden, mid - 

delevenredig is tusschen de beide evenwijdige zijden. 
Oplossing. 


Zij ABCD het rechthoekig trapezium, waarin AD de recht- 


hoekszijde en AC en BD de diagonalen zijn. 


Nu is A ABD @ A ACD, omdat ze gelijkhoekig zijn, der- 


halve AB: AD —= AD: CD. 


Vergelijkend Toelatings-examen voor Machinist-leerling der 
_ Kon. Ned. Marine te Hellevoetsluis , 19 en 20 Mei 1890. 


Algebra. 
Deel 26m3n3 J- me J- 6nt — 1Tmns — BmPn — Amin? — 
m>nt door m* — 3m?n — Sm?n? — 2nt + Tmns. 
Antw. m? — 2mn — 3n?, 
Ontbind in factoren bs — bt + 253 — 22 Jb —l. 
Antw. (b2 + 1)? (b — 1). 


: c3 2c3 
Herleid \(145) : ( î mi) x(1- - Ed) 
Antw. LR 1 

Meetkunde. 
Als in een driehoek de lijn, die het toppunt met het mid- 


den van de basis verbindt, langer is dan de helft van de 
basis, dan is de tophoek scherp. Bewijs dat. 

Van een driehoek is de basis 14 d.M, en de opstaande 
zijden zijn 13 en 15 d.M. Hoe groot is de hoogte ? 
Antw. 12 dM, 


De Vriend der Wiskunde, V, 12 
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In een A ABC is O het snijpunt van de lijnen, die de 
hoekpunten verbinden met de middens van de overstaande 
zijden. Construeer dien driehoek, als gegeven zijn OA, 
AB en AC. 


Rekenen, 
8254,7 dS. J- 63,29 H.L. +- 40,85 S. J- 2,734 D.M.3 + 35,1 
DL DS ANLWeRD LO MED 


2 7 
(445 — LN 5 ) X zo :0,92520 
(3,4 + 23) X 0,875 
Bewijs door toepassing van de eigenschappen der evenredig- 
heden, dat (a? — b°): (ac — bd) = a:c volgt uita:b=e:d. 
Van een stuk linnen wordt 5 M. meer dan het 2 deel ver- 
kocht en nu blijft er 8 M, meer over dan er verkocht is. 
Hoe lang is het stuk? Antw, 42 M, 
Twee personen gaan elkander tegemoet; de een legt 4 K.M, 
de ander 5 K.M. per uur af. Legde ieder per uur 1 K.M. 
meer af, dan zouden ze elkander 1-7, uur vroeger ontmoe- 


ten. Hoe lang is de weg? Antw. 72 KM. 


=P, sAntwanls 


Schriftelijk werk van het Litterarisch Mathematisch examen, 


October 1889, 
Reken- en stelkunde (2 uur). 
Bereken de waarden van # uit; 
6 log 3 — log ?x — logs == 0. 


. Bereken de waarden van & en y uit: 


T+ 5 oy Hir A0) por diger H 597 == 

In een rekenkundige reeks van 4 termen (eerste term — 2 
en som == 26) worden tusschen elke twee opeenvolgende 
termen p termen geïnterpoleerd, Als de som der termen 
van de nieuwe reeks 65 is, vraagt men hoeveel termen 
geïnterpoleerd zijn. 

Drie personen A, B en CG, respectievelijk 20, y en 30 jaar 
oud, moeten 555 gulden in omgekeerde reden van hun 
leeftijd verdeelen, Ze begrijpen dit verkeerd en verdeelen 
in verhouding van 30, y en 20, waardoor A 3 gulden 
minder ontvangt dan hem toekomt. Hoe oud is B? 
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Goniometrie en vlakke driehoeksmeting (1 uur). 
ABJ C=180°% Bewijs: 

eos A + eos B + eos C =1 Fein 5 sin E-sin En 
Het grondvlak van een regelmatige pyramide is een regel- 
matige vijfhoek. De opstaande zijvlakken zijn geliĳkzij- 
dige driehoeken. 

Bereken met behulp van vlakke driehoeksmeting den 

standhoek tusschen grondvlak en een zijvlak, als de ribbe a is, 


Bereken, zonder van een log. tafel gebruik te maken tg 345°, 

Bepaal de onbekende elementen van een /, als gegeven is 
ad-ec=3045, b—=1533, LC =47°1834". 
Goniometrie en boldriehoeksmeting (1 uur). 


Van een boldriehoek zijn één zijde en de twee aanliggende 
hoeken 35°23'22’, 74°32'10” en 41°12'23”. Bereken , als de 
bolstraal 1 is, het oppervlak van den boldriehoek. 

Sin 2x 

Cos z 





=zsin 3x. Bereken z, 


Sin 3e — cos 3e == 0. Bereken z. 

Van een bol A zijn de Z4/ aan de zijde a 65°13' en 

110°22'13”, | 

1°. Beredeneer of de loodrechte boog uit A de A0 zelf 
of ’t verlengde er van treft. 

20, Bereken a, als de loodrechte boog 56°31'37” is 


Meetkunde (2 uur). 


Een driehoek te construeeren, wanneer gegeven zijn basis, 
straal omgeschreven cirkel en som opstaande zijden. 


Een lichaam bestaat uit een kubus met de ribbe a en uit 


rechte pyramides, welke de zijvlakken van den kubus tot 
grondvlak hebben. Welke is de inhoud van dit lichaam , 
wanneer men door al zijn hoekpunten een boloppervlak 
kan brengen ? 

Welken hoek maakt een hoogtelijn van een tetraëder BEEN 
viervlak) met de ribben, die samenkomen in het hoekpunt, 
waaruit de hoogtelijn neêrgelaten is ? 


180 


Men vraagt in een geg. geliĳkzijdigen A een anderen ge- 
lijkzijdigen A te beschrijven, wiens zijden loodrecht staan 
op die van den eersten. 
Men heeft in een ruit, waarvan een der scherpe /4 60° 
is, een geliĳkzijdigen A beschreven. Een der zijden van 
dezen laatsten loopt evenwijdig aan de langste diagonaal 
van de ruit, Hoe verhouden zich de oppervlakken van de 
ruit en den A ? 
Men heeft in een cilinder een octaëder (regelm. achtvlak) 
geplaatst, zoodanig dat een hoekpunt van dezen laatsten 
met het middelpunt van het grondvlak, en een ander met 
het middelpunt van het bovenvlak van den cilinder samen- 
valt, terwijl de vier overige hoekpunten des octaöders ge- 
legen zijn op het rond oppervlak van den cilinder. 

Hoe verhoudt zich nu de inhoud van den cilinder tot 
dien van den in den octaëder beschreven bol? 


Eindexamen Gymnasium Leeuwarden 1889. 
Ingezonden door H. SieRrsMA. 
Stelkunde. B. (1 uur.) 


1. Los w en 4 op uit: al°EL TIEN Sg LE EEN 


2. 


Na de oplossing te nemen: a—= 20; b =d. 

Verdeel het getal 200 in 2 deelen, waarvan het eene deel- 
baar is door 7, en het andere 1 tot rest geeft, als men het 
door 12 deelt. Op hoeveel wijzen is dit mogelijk ? 

In eene afdalende, oneindige meetk. reeks staat elke term 
tot de limiet van de som van al de op dien term volgende 
termen in eene (voor elke reeks) standvastige verhouding. 
Bewijs dat. 

Bepaal daarna eene reeks, waarin die verhouding + is, 
als ge bovendien weet, dat de limiet van de som dier 
reeks == 1000 is. 

Meetkunde. B. 
Een hoekpunt van een regelm. 4-vlak is het middelp. van 
eenen bol, die tot straal heeft de ribbe van het regelm, 
viervlak. Bereken het opp. van den boldriehoek, die tot 


_ hoekpunten heeft de 3 andere hoekp. van het viervlak ; 


de ribbe van het viervlak is 5 dM, 


de 
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Twee zijden van een vlakken A zijn 25 en 22 cM., de 
ing. hoek is 2 maal zoo groot als de hoek, die tegenover 
eerstgenoemde zijde staat. Bereken de hoeken van dien A. 
De geogr. breedten van 2 plaatsen A en B, die «° in 
lengte verschillen, zijn G° en y°. Door A en B is een 
groote cirkel getrokken. Hoe berekent ge: 

1. het aantal graden van boog AB; 

2. den hoek, dien de cirkel ee boog El een deel 

is) maakt HED den aequator ? 


es 5 
Gegeven de verg. Ss = =e ze „_=l. 
Be ij E 

Hoe groot moet dan A zijn in de He 4 — 6y +16 =0, 
als gegeven is, dat de laatste verg. afh. is van de eerste ? 
Van de verg. z? J- Pa J- 4==0 is een wortel 
een (a voi 0) Bepaal P. 
Zoek 3 getallen, die voldoen aan de volgende voorwaar- 
den: het le is 4 meer dan het 3e; de som van ’t 2e en ’t 3e 
is 7 en de som der 2e machten der beide eerste getallen is 61. 


Meetkunde. A. 


Als A ABC wentelt om de zijde AB, is de inhoud van 
het omwentelingslichaam gelijk aan opp. A ABC X 4 van 
den cirkelomtrek, beschreven door het wentelende hoek- 
punt. Bewijs dat. a) Wat wordt I als / C == 900; AC 
= 30 en BC =40? 5) Hoe groot moet de zijde On een 
gelijkz. A ‘zijn, die wentelt om een der zijden, opdat de 
inhoud van het voortgebrachte lichaam gelijk zij aan die 
van den drieh. onder a bedoeld ? 

Een parallelepip. heeft tot grondvl. een ruit met een hoek 
van 45° en eene zijde =a; de opstaande ribbe — b; het 
voorvlak heeft een / van 60° en maakt met het grondvlak 
een hoek van 60°. Bereken inh. 

Een bol, welks middell. = d is, wordt door een plat vlak 
verdeeld in 2 bolsegmenten: het verschil der ronde opp. 
van deze 2 is gelijk aan het oppervlak van hun gemeen- 
schappelijk grondvlak. Bereken de hoogte der bolsegmenten. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 521—540. 


—521. Men geeft een cirkelomtrek en eene rechte, die met be- 
trekking tot zijn middelpunt van plaats verandert. Trek 
eene koorde zoodanig, dat het vierkant, dat deze koorde 
tot een zijner zijden heeft, de overstaande zijde op de 
gegeven rechte hebbe. (Zie bl. 75 no. 488.) 


Meetkundige oplossing. 





Zij O het middelpunt van den gegeven cirkel en XY de 
gegeven rechte. 

Het is voldoende de rechte XY evenwijdig aan haar zelve, 
uitgaande van het middelpunt en aan een kant van dit punt 
te verplaatsen, want de twee symmetrische liggingen van XY, 
met betrekking tot het punt O, geven analoge resultaten. 

1) XY gaat door het middelpunt (fig. 1). 

Er zijn twee gelijke vierkanten AD, BCO; 

S AD AD? 
bovendien OD —= Ee) dus OD? + AD? = AIS HAD? =R? 
5AD? =4R?; waaruit AD? — #R?. 

2) Zoodra als XY zich van het middelpunt verwijdert, ver- 

krijgt men twee ongelijke vierkanten AD, BC (fig. 2). 
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3) Als de rechte XY raaklijn aan den cirkel is, wordt een 
der vierkanten nul; er blijft dan alleen BC over (fig. 3). 

4) Als de rechte XY buiten den cirkel ligt, zijn er twee 
vierkanten AD, BC aan denzelfden kant, mits de rechte PAB 
den ecirkelomtrek in twee punten snijdt (fig. 4). 

5) Als OP gelijk aan de middellijn wordt, gaat de rechte 
PB door het uiteinde van den straal OB//XY ; BC geeft dan 
het grootste (maximum) vierkant. Het is gelijk 4R? (fig. 5). 

6) XY zich nog van het middelpunt O verwijderende, be- 
reikt eene ligging, waardoor de rechte PB raaklijn aan den 
cirkel wordt (fig. 6). De twee vierkanten vallen samen; en, 
uit een meetkundig oogpunt, is er maar een enkel vierkant, 
Om de oppervlakte van dit vierkant te berekenen, kan men 
dez rechthoekige AA OBE en PBE beschouwen. 

BE == 20E, dewijl BC = 2CP 


2 
BE? J OE? = BE? J ee =R?; waaruit BE? = £R?; 


Maar BE is de helft van de zijde van het vierkant ; 

dus BE2-—= LER? 

De rechthoekige A OBP is ve met BEP; 

dus BP =2R en OP? —= 5R?. 

Derhalve is de limiet van OP =R1\vö. 

7) Voor eene waarde van OP grooter dan Ry/5, voor P' 
bijvoorbeeld (fig. 6), is er geen oplossing. 


Algebraïsche oplossing. 
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Zij O het middelpunt en R de straal van den gegeven cirkel. 
XY de gegeven rechte op een afstand OF —a van O gelegen 
(fig. 1). Stel AE —=w, dan is OE == OF — EF = a — 22. 
Men heeft de vergelijking R? —= OE? + AE? = G — 2x)? +42, 
waaruit 5e? — 4av Ja? —R2=0, . ca eine ú) 
Zat VBR? —a? 
ne 

Discussie. Men kan schrijven 

EDE 
ns 5 : 

De afstand a kan alleen waarden begrepen tusschen + Ry/5 
(maximum) en — R1/”5 (minimum) aannemen. 

De veranderingen van plaats der rechte XY met betrekking 
tot het middelpunt O zijn bepaald door de waarden van a. 

1) Ot ee 

De rechte XY gaat door het middelpunt en er zijn twee 
gelijke vierkanten ABDC en ABDC (fig. 2). 

2) a<R. De wortel is grooter dan 2R, en des te meer 
grooter dan 2a. Men vindt voor z eene positieve en eene 
negatieve waarde; er zijn twee ongelijke vierkanten aan weers= 
zijden der rechte XY gelegen (fig. 3). 

BR MR RR 

Een der vierkanten wordt nul (fig. 4). 

4) a> R. De wortel is {2a; « heeft twee positieve waar- 
den. Men heeft dus twee vierkanten aan dezelfde zijde der 
rechte (fig. 5). 

5) a=Rrv5. Deze is de maximum waarde, # heeft maar 

R1v5 


‚eene waarde en Er is dan maar een vierkant (fig. 6). 


en Û 


522. Men heeft 2 getallen, elk van 2 cijfers. De som van 
alle cijfers bedraagt 21. Deelt men het le getal op het 
tweede, zoo is het quotient 2 en de rest 15. Verwisselt 
men in beide getallen de cijfers, en deelt men daarna 
het 2e getal op het eerste, zoo is het quotient 4 en de 
rest 7. Welke zijn de getallen ? 

a J. Bos, Lrb, d. Alg. III, bl. 79 no. 39.) W. 


â 


tt 
' 
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Oplossing. 


Stel de getallen 10x4-y en 102 J-u, zoo heeft men de 
vergelijkingen vdydeduz=2l; 
102 J-u=2(10r Jy) 15 en On EE À 
Elimineert men uit deze beide laatste de letter # met behulp 
van de le verg. zoo gaan zij over in: 
6y + 102 J- Tu =145 en My — be — Alu —=-— 14. 
Elimineert men nu 2, zoo vindt men 84 — 25u = 39. 
Deze verg. wordt als een onbepaalde verg. opgelost. 
zr 3 Ee 
Stel u J-7 —=8p, dan is u —=8p —7 
en y=2dp2ld4lp=2p— 17. 
Door substitutie gaat nu 9 — 5e — Alu == — 14 over in: 
225p — 153 — 5e — 328u + 287 = — 14 
of 103p J- 5z —= 148. 
Waaruit volgt: z = eS De zE — 21lp +30 + — 
Men stelle dus p — 1 == dg, of p= 5g +1, dan is 
zm —105g — 21 +30 + 2gq = — 1039 +9 
u—=8(5gJ-1)—7 == 40g +1 
y= 25(5q +1) —17 = 125g +8 
terwijl eindelijk uit z Jy Jz Ju == 21 volgt 7 —= — 62g J- 3. 
Uit de verkregen vormen voor z, y, 2 en u ziet men dat g 
niet anders dan O kan zijn. Men vindt dan 
Re Ol, 
zoodat de gevraagde getallen zijn 38 en 91. W. 


ade pl) 


523. Aan twee cirkels trekt men een uitwendige en twee in- 
wendige raaklijnen. Bereken het oppervlak van den A 
door deze drie raaklijnen ingesloten, als de afstand der 
middelpunten == a en de stralen R en r gegeven zijn. 
(Zie no. 502.) J. C. Beer. 

Oplossing. 

_ Als FI en OG de inwendige en AE een der uitwendige 

raaklijnen is, zoo is COG de bedoelde A „ terwijl voor de be- 

rekening gegeven zijn MN == 4 en de stralen R en 7 der cirkels. 
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Den inh. van den A vinden wij door eerst den inhoud van 
vierhoek ABOG te zoeken , want : 

A COG == A ABC — vierh: ABOG SE (1) 
en A ABC is in no. 502 gevonden, 

Nu is vierhoek ABOG = 2 A ABO =2(A OBN + A ABN) 
—=r(OB + BA) 
=r(OIJAH—S-2BH)...... (2) 

2BH=BC LAB — AC 
—=FI+2BHAH BH — AEL BH, 
waardoor 2 BH —= AE — FI — AH. 

De lijnen in het tweede lid dezer vergel. zijn alle bekend: 








MER ln 
IF= FO + OI=Rr | ED ilt) E Er (9) 
Mn — 1 rf LR (4) 
Hierdoor is 
2BH= Rr ln — Ir be — | — 


a? 
Gean 
= vla (Rr) vat — (RH r)2} 6) 
Verder vonden wij | 


en WE NP 
AH =p tet (Rt 


OL ba? —(RH-r)2 | 


waardoor 2BH AH + Ol == 
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edje! ar (Rr)? (tp) a Btn)ts 


| ZEE RD ja? (Rr). 


Dit overgebracht in (2) geeft en Dt ABOG 


Ela (RN gla RP 


TR 
Panken. is (zie no. 502) 


inh. glee | 5 


En 


dit in verband gebracht B (4) geeft 
inh. Ä OOR — (Rr)? ee 
De vormen, waardoor de oppervlakten van beide A A wor- 
den aangeduid, verschillen enkel in het verbindingsteeken der 
beide stralen. Eer, 
Tweede oplossing. 


Stellen we de som der zijden van A OCG voor door 2s, 
dan is 2s—= OC + OG + CG = BC HCG = BF + FC + CG 
—= BF JEG =BF + BD =2BD =—: 2EB, dus s= BD = BF. 

Nu is inh. A OCG =r (s — OG) = r (s — OB) 
en s— OB =—=BF —BO=O0OF==rOM? — R? == 


Ed MEA Set 
Vd Ford ehm on 
FRE 


H. GoUwENTAK. 





dus inhoud A OCG = EE 


524, Op de 3 zijden van een A als middellijnen beschrijft 
men halve cirkels; trek de 3 hoogtelijnen door tot ze den 
halven cirkel snijden, die op de overstaande zijde be- 
schreven is, en vereenig ten slotte elk snijpunt met de 
uiteinden der bijbehoorende middellijn. Bewijs, dat elke 
2 in 1 punt samenkomende koorden gelijk zijn, 

H. SreRsMA. 
Oplossing. 
Laat men uit de hoekpunten A, B en C de loodlijnen AF, 

BF en CD neer op de Vande zijden, dan volgt uit de 
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wm der AA ABE en CDB, dat: 
AB: BC = BE: BD, uit de z der 
AA CAE en BCF, dat: BO: AC 
=CF:CH, uit dee AA BEA en 
CAD, dat: AC:AB== AD: AF, 
derhalveis: AB x BD = BC Xx BE; 
BCXCE=ACXCH; AB Xx AD 
A CEA 

Daar elk der stukken BE, EC, 
CF enz. de projectie is van eene 
koorde, uit het uiteinde eener middellijn getrokken, is: 

ABxXBD=HB?; BCxBE-=BG?; dus HB? = BG? of 
HB = BG. 

Zoo toont men ook aan, dat CG —=CK; KA == AH. 

Opmerking. Op dit vraagstuk werd mijne aandacht geves- 
tigd, toen iemand me vroeg: „Kan een viervlak geconstrueerd 
worden met 3 „rechte zijden’, als de „schuine zijde” gegeven 
is?” ’t Is duidelijk, dat A ABC, de schuine. zijde, gegeven 
zijnde, de rechth. AA CBG, ABH, KCA resp. de rechte 
zijden zullen zijn. H. SieRsMA. 





525. Wigenschap. De zijden BC en AC van A ABC verlengt 
men tot in D en EB, zóó dat AE == AB en BD = BA. 
Verder beschrijft men de parallelogrammen BCEF en 
ACDG. De lijn AF snijdt BO in H en de lijn BG snijdt 
AC in 1. Bewijs dat .CH —= CI. J. M. Turien. 

Oplossing. | 

A HAC » A HEB, dus 
FB: BH == AC: CH 
(FB + AC): (BH + CH) = AC: CH 
Ars AO ED 
dus CH = An 
A GIA « /\ BIC, dus 
GA : AI== BC : CI. 
(GA + BO): (AI + IC) = BC: CI 
ens0l 0 Eed 
BD 
Daar BD == AE is dus CH == CIL 
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Het vraagstuk 442 in „De Vriend der Wiskunde”, IV, van 
den rechthoekigen A is slechts een bijzonder geval van dit 
algemeene. J. M. Taren. 


526, a. Een getal is deelbaar door 999, als men een veelvoud 
van 999 vindt, door het getal, van de rechterhand af, 
in vakjes van 3 cijfers te verdeelen en de som dier vakjes 
te nemen, Bewijs dit, 

_b. Voor welke deelers geldt hetzelfde Re 
(J. Versuuvs, Deelbh. en Rep. br. $ 12 no. 6 en 7.) 
_ Oplossing. 
a. Door het getal van de rechterhand af in vakjes van 3 


cijfers te verdeelen, wordt het verdeeld in eenheden, 1000- 
tallen , 1000?-tallen, enz. Dus is het getal 
r Ph |= |..hg [- 10002 4 | fed |. 1000 + [cha | 

== |..Ag |.999999 J | fed |. H | hg} + | fed | + {chal 
== 999-voud + som der vakjes van 3 cijfers. 

Is dus de som der vakjes van 3 cijfers een 999-voud, dan 
is het geheele getal deelbaar door 999. 

b. Hetzelfde kenmerk geldt ook voor de deelers van 999, 
d. í. voor 3, 9, 27, 37, 111, 333. 


527. Een punt te vinden, waarvan de som der afstanden tot 
de 3 hoekpunten van een A een minimum zij. 
Wh 

Beschrijf uit het hoekpunt C 
van A ABC als middelpunt een 
cirkel gaande door het onbe- 
kende punt M. De som der 
afstanden van een willekeurig 
punt M! dezer lijn tot de 3 
hoekpunten A, B, C moet 
grooter zijn dan de som der 
afstanden AM, BM, CM. Dus 

AMi+BM!HOM!j AMHBM+HCM; : 

of, daar CM!—=CM, AM!+BM!)AM+HBM.....(I) 

M is dus het punt van den cirkelomtrek MM!, waarvan de 
som der afstanden tot de punten A, B een minimum is, 
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Trek de raaklijn TMT!; zijn a, b de punten, waar zij ge- 
sneden wordt door AM!, BM!, Trek ook A5. Dan isin A ADM 
AM! + Mio > Ab; en door Bh bij beide leden der ongelijkheid 
te voegen AM! +BM1D Ab Bo eee) 

Maken we nu van het punt M gebruik om de ongelijkheid 

AD HB5)AMH-BM. . . . . « (8) 
te bewijzen, dan zal de ongelijkheid (1)-des te meer waar zijn. 
Maar, opdat de som der afstanden AM, BM { Ab + Bb zij, b een 
willekeurig punt van MT zijnde, moeten de rechten AM, BM 
gelijke /- / maken met de loodlijn MC. M. a. w.: de rechte 
CMC1, die het hoekpunt C met het punt M verbindt, moet den 
hoek, gevormd door de rechten uit dit punt naar de andere 
hoekpunten getrokken, middendoor deelen. Hetzelfde is van 
toepassing op de hoekpunten A, B; d.i te zeggen, dat het 
punt, waarvan de som der afstanden tot 3 gegeven punten een 
minimum is, zoodanig is gelegen, dat elk der 3 rechten, die 
het met de gegeven punten vereenigen, de bissectrie is van den 
hoek door de andere twee gevormd. 

Men besluit daaruit gemakkelijk, dat elk der 3 / / om het 
punt M gevormd gelijk is aan 120°; en dat dit punt het snij- 
punt is van twee cirkelsegmenten, welke een / van 120° be- 
vatten en op 2 der zijden van den A beschreven zijn. Het 
is dus gemakkelijk te construeeren. 

Als een der / / van den A, b.v. / A, gelijk 120° is, 
valt M samen met A en is AB + AC het gevraagde minimum. 

Als een der Z / van den A grooter dan 120° is, zullen 
de twee cirkelbogen van 120°, op de beenen van den stompen 
ZL. van den A als koorden beschreven, elkaar niet snijden, 
maar de supplementen dezer bogen zullen elkaar buiten den 
A snijden, en, uit het snijpunt zal men de 2 zijden, welke 
een / >) 120° maken, onder // van 60° zien, terwijl men 
de derde zijde onder een /_ van 120° zien zal, 

Maar daar is aangetoond, dat men uit het gevraagde punt 
de 3 zijden van den A onder gelijke // moet zien, ten 
minste, wanneer het punt M niet samenvalt met een hoek- 
punt van den A, volgt er uit, dat geen punt, uitgezonderd 
de hoekpunten van den A , kan beantwoorden aan het ge- 
vraagde minimum, 
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Daar aan den anderen kant er noodzakelijk altijd een mi- 
nimum is, kan men zeggen, dat er een minimum is, als het 
punt M samenvalt met een der hoekpunten van den A, en 
dit punt is dan klaarblijkelijk het hoekpunt van den stompen 
hoek. (Zie no. CVIII, bl. 200). 


528. Bewijs dat, als van een A de zijden a, b en c zijn en 
d(ad-bt-e =S, ab + ac J- be tussehen S? en 25° ligt. 
H. VERKAART. 
___ Oplossing. 
1) atbhe, ad-c)b, bH-ec}a dus ook 
acd-behe?, abd-be hb, ab Jac da? 
derh.: 2(ab Jac J- be) a? J- 62 HC? 


4 (ab + ac H-.be) } (a Hb H- Cc)? 
ab + ac J- be ) S° 
2) (a d-5 +)? h 2 (ab Jac + be) 
282) ab + ae HJ be. 
Hiermede is het gestelde bewezen. H. VERKAART. 


PRIJSOPGAVEN. 4. 


529, Hoe moet de getallen coëfficient m zijn, opdat de deeling 
van #3 + y3 +23 + mayz door we Hy J-z opga? Bepaal 
het quotient dezer deeling. 

Oplossing. 

De veelterm #3 +43 4-23 J- mays, geheel ten aanzien van 
©, zal door den veelterm z + (y +2) deelbaar zijn, als hij nul 
wordt, wanneer men er z door — (y +2) vervangt. Voeren 
we deze substitutie uit, dan zullen we hebben 

(YH YS +23 my +2) 2 
of — 3y?2 — 3ye? — my? 2 — mye? 
of — ye (y +2) — mye (y +2) 
of — yz(y +2) (3 + m) 

y en # niet nul zijnde, ziet men dat m gelijk aan — 3 moet 
zijn, opdat het product nul worde. 

Door in den veelterm door — 3 te vervangen en de dee- 
ling uit te voeren, vindt men voor quotient 

maya — ye det, 

(Zie bl. 19 no. 468.) 
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1 


| He 
530. Bereken de waarde der uitdrukking EE als 


x tot 1 nadert. 
Oplossing. 
“Voor rs==1 neemt de uitdrukking den onbepaalden vorm 
5 aan. Deze onbepaaldheid ís slechts schijnbaar; zij is haar 


verschuldigd aan den factor # — 1, welke aan de beide veelter- 
men gemeen is. Teller en noemer zijn beide deelbaar door 
x— 1, dewijl zij nul worden, als men er # door 1 vervangt. 
zede t1 
x 43 
= 1 verkrijgt men 3 voor de waarde der uitdrukking. 


Voorz 








De deeling uitvoerende, wordt de breuk 


531. Eene platte cirkelvormige kroon (ring) heeft eene gegeven 
breedte a. Men geeft daarenboven de verhouding van het 
oppervlak dezer kroon met den cirkel, die een cirkel- 
omtrek heeft rekenkundig middelevenredig tusschen die, 
welke de kroon omvatten. Bepaal hunne twee stralen 
en stel vast onder welke voorwaarden deze verhouding de 
grootste of de kleinste waarde heeft. 

Oplossing. 

Door # en y de gezochte stralen OA, 
OB, door mm de gegeven verhouding aan- 
duidende, heeft men de twee vergelijkingen 

BI ÂR GEEN (1) 
AE eten (2) 


ety\? 
an 

Deelen we teller en noemer van het eerste lid der verge- 
lijking (2) door zr (w +4), dan wordt deze ‘vergelijking 
Ae —y)_ 4a 
Etn ng 
Uit (1) en (3) leidt men onmiddellijk af 


ETE. ) Ee ) 


Opdat het vraagstuk mogelijk zij, moet y positief zijn; men 











Vale 


4 É 
moet dus hebben — — 1> 0, waaruit volgt m (4. 
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Voor de grenswaarde m == 4, is y nul, de kroon bevat dan 
den geheelen cirkel OA. 

De kleinste waarde van m is klaarblijkelijk nul ; de overeen= 
komende waarden van # en y, die zich onder den vorm van 
oo zouden vertoonen, als a niet nul kon zijn, nemen den vorm 
0 
gaen, als men a —= 0 maakt, dat is te zeggen # =y; dan 
is het vraagstuk onbepaald. 


532. Men geeft een bol. Bereken de stralen van het grond 
en bovenvlak van den omgeschreven afgeknotten kegel, 
waarvan de inhoud het dubbel van dien van den bol zij. 


Oplossing. 


Zij ABCD de doorsnede van den afge- 
knotten kegel om den bol O, waarvan de 
straal —= R is. Stel de stralen van het 
grond- en bovenvlak AM = zen DN =g. 
Vereenig O met A en D en met het raak- 
punt B. / AOD == 90°, dewijl OA en OD 
bissectrices der supplements // MOE en 
EON zijn, Bijgevolg heeft men de betrekking 

AE.DE —= OE?, of AM.DN == OE? of zy = R?.. (1) 
Nu is gegeven, dat inh. afg. kegel = 2 I bol, dus 
bro? +9? Hay) 2. Ar RS 
of DLT Cin AR rete ens ete (2) 
Door de overeenkomstige leden van (1) en (2) bij elkaar op 
te tellen, komt er 
(wy =IR? en v4-y=k}vi. 
Trekt men van (2) het 3-voud van (1) af, dan heeft men 
(v—y =R? en &—y=k. 
Uit deze laatste twee vergelijkingen leidt men 





2= it 1) en y= 5-I af. 


Deze waarden stellen de zijden voor van den ingeschreven 
regelmatigen stertienhoek en van den ingeschreven regelmati- 
gen (convexen) tienhoek, als de straal van den cirkel R is. 

De Vriend der Wiskunde. NV, ‚13 
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533. De volgende vergelijking oplossen : 


1 
spitaptteitsiT 


Oplossing. 
De vergelijking kan geschreven worden 
PNL Fel =de 2 2x En 
ov —1 ED o—4 etl 


(ot Aar 
2e —=0 en 2 =5=0 
s= 0 ens SES Etn 


534, Bepaal a zoodanig, dat een der wortels der vergelijking 
15 


T — re +43 ==0 het vierkant der andere zij. 
Oplossing. 
Als e#, en z, de wortels der vergelijking zijn, heeft men 
ar Fa = El (1) "2100 SAE (2) 
Door substitutie der waarde (3) van, in (2), verkrijgt men 
Eee xv, =a en bijgevolg «‚ = a?, 


De vergelijking (1) wordt dan a? Ja — 15 = 0. 
Zij geeft voor a de twee waarden — & en à, 


PRIJSOPGAVEN. 8. 
535. Bereken # uit: 


16 Bt 1830? Jen 
Bi on ne 
Oplossing. 
8 HJ 18r J- 32 ae 
at nad8: 3 
3e Iz? 3x J- 8 it 
6x —16 , 7242 J 16223 J- 27rt +128 
ga T De? B L 32) men 
10 + 182 43e? 
8 + 3e Ene 


10 + 184 + 3r? = 24 H 17e J 322 
Pand 


195 


536. Twee lichamen, A en B, bewegen zich van het punt M 
uit naar tegengestelde richtingen. Het lichaam B legt 
in 3 seconden 2 meter meer af dan A in denzelfden tijd 
terug en bevindt zich, hoewel het zijne beweging 2 minuten 
later dan A begonnen heeft, toch reeds 10 minuten na 

zijn vertrek 160 meter verder van M dan A, Met welke 
snelheid bewegen zich de beide lichamen ? 


net 
A legt in 1° x M en B 7+2 M af. A beweegt zich 12’ en 
B 10’, dus 720x + 160 —= 600 de +2); waaruit # == 2, zoodat 
A 2 M en B 22 M per seconde aflegt. 


„ Tweede oplossing. 

In 1 sec. legt B 2 M meer af dan A, dusin 10 min. 400 M 
meer. Omdat B zijne beweging 2 min. na A begint, bevindt 
_B zich 10 min. na het vertrek van A maar 160 M verder van 
M dan A. A heeft dus in 2 min. 400 M — 160 M = 240 M 
ver bewogen. De snelheid van A bedraagt dus 2 M en die 
van B 22 M per seconde. 





537. Los z en y op uit Je zl i 
Ae 1 
mf 
Boke 1 
nerd ord 
3 
Toy 
Oplossing 
Rede, BEL 
a 2 ze 1 
ned fe, 
dus 1 J- —— =2enz—yz=l... (1) 
dol VE 
EEE tl 1 LFöt3 | 
3 Tay 
SO ed En eee (2) 


Uit (1) en (2) volgt nu z=2 en yY=1. 
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Tweede oplossing. 











DEL ik E 
17 8455 10 Bd Ln 
RE, etn 
RER 3e —3yd-2 
ots le LO 
Shae 
dus 50r — 50y J 7 = ble — Sly J 34 
of 10 
DS VEN 
DE 4 Tg JSN en 
Sr Sw Je 3Y +1 
WE aL eeeh in 
mi Soto 
Te Uy H-2 
dus 280 + 230y 69 — 231 + 231y + 66 
of Smardy ete (2) 


Uit (1) en (2) volgt nu #=2 en yY=l. 


538. Bereken # uit: 


9 2 16 _ AA Orsenk 
ht Sn (wv —3) (& —4) vl 12 
Oplossing. 


Breng den derden term uit het eerste lid in het tweede over 
en herleid : 


2x (w — 2? —2(r—2H2(4 3) 2? J 31 — 16w 


ee ate 12 
det l0e Wree banen 
A Ta? — Tet 12 


(22 — Ta H 12) (23 — 102? + AO = (e? — 4? + 4x) 
(2? — 16z + 31) 


waaruit na herleiding #? — 2? — 4m = 0 


dus #2 — 24 =0 en 2 == 0 
La dus @d 
v, =3,2360679, #, —=— 1,230676. 


589. Construeer een rechthoekigen A ‚ wanneer het verschil 
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der hypotenusa met de eene catheet ( rechthoekszijde) en de 
andere catheet gegeven zijn. *) 


Oplossing. 

Zij A ABC rechthoekig in B. Verleng AB 
tot AD == AC en trek CD, dan is A ACD 
gelijkbeenig, BD —= AC — AB == b—e en 
ABCD te construeeren uit a en b—c. De 
loodlijn uit A op CD deelt haar middendoor 
in E. 

Hieruit blijkt, dat A ABC gevonden wordt, door eerst 
A BCD te construeeren, dan in het midden E van CD eene 
loodlijn op te richten, die het verlengde van DB in A snijdt 
en AC te trekken, 

Opmerking. In- plaats van de loodlijn ED kan men ook 
ZL DCA == / D econstrueeren. 





Tweede oplossing. 
Zij BC = a en AC — AB = wv. Stel AB == x, dan is 
AC =vd-e en (v Jz)? —4? —=a?, waaruit 
a2—v? (adv) la—v) 
Zine: 2 
te construeeren is. De verdere constructie is nu gemakkelijk. 


Mn 


540. a. Het oppervlak van een regelmatigen achthoek be. 
draagt 80 M?, hoe groot zijn de stralen der in- en om- 
geschreven cirkels, en hoe groot is het oppervlak van 
den ring, door beide cirkels begrensd ? 

b. Hoe groot zijn die stralen en dat oppervlak , als het 
oppervlak van den achthoek 120 M?. bedraagt. 


Oplossing. 

4) Zij R==straal omg. cirkel, r ==straal ing. cirkel, a = 
zijde reg. achthoek. Danisa=—=RV2— 2, r == VR? — Ja? 
=iRV2 12, 

*) Wanneer de verschillen der twee rechthoekszijden met de hypo- 
tenusa gegeven zijn, passe men de constructie toe geplaatst in De 
Vriend der Wiskunde \ blz. 193 bij no. IV. 


Een A te construeeren, waarvan gegeven zijn: de tophoek en de 
verschillen van elk der beenen met de grondlijn, 
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Opp. reg. achthoek = 4ar = 2R? y/2 — 80 M?, 

| dus R=—=5,31829..M 
en r=VR? — dat =iRV2 AL 2 =4,9134..M. 
Opp. ring = a (R? —r?) =13,0129.. M2, 
b) Op dezelfde wijze vindt men 2R,‚?7/2 — 120, R‚? = 3012 
en R‚ =6,51355.. M 

r,=iR,V2-r2=601..M. 

Opp. ring = a (Ry? —7r4°) = 19,519... MX 

Òf: de oppervlakken verhouden zich als 120:80 =3:2 


„ Stralen 4 at LORE 
vö | 3 
dus enen Kb OM? LL 16, 0LENRE 


en opp. ring =îa (RR? —r2) == 19,51... M?. 


Schriftelijk werk van het Toelatingsex. van de Kon. 
Mil. Akademie 1890. 


Rekenkunde (14 uur). 
1. Herleid tot de eenvoudigste gedaante 
0185 x06x17 4:18 
4 Ben 1 
Ikk Ti 012 X 5 
2. Iemand verkoopt tabak voor f 0,80, suiker voor f0,75 en 
koffie voor f 1,20 de KG. In het geheel ontvangt hij f 160 
voor 165 KG. Hoeveel KG. had hij van elk, als hij 35 KG. 
koffie meer verkoopt dan KG. suiker. | 
3. Drie werklieden zijn met een werk bezig dat A alleen in 
24 dagen, doch, met B werkende, in 13+ dag kan af- 
maken. A werkt met C gedurende 3 dagen, daarna werkt _ 
B met C gedurende 6 dagen en voltooit C de rest in 152, 
dag. In hoeveel tijd had C alleen het werk kunnen ver- 


richten. 
Stelkunde (lt uur). 


3 vrgst. geplaatst onder no. 577 , 578 en 579, 
Meetkunde (2 uur). 
1. geplaatst onder no. 580. 
2, In een gegeven driehoek een parallelogram van gegeven 
inhoud p? te construeeren dat met den driehoek een hoek 
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gemeen heeft, terwijl het hoekpunt van het parallelogram 

over den gemeenschappelijken hoek, gelegen is in de zijde 

j van den driehoek over dienzelfden hoek. 

De gegeven driehoek heeft h tot hoogte en a tot basis. 

8. In een cirkel is een regelmatige tienhoek beschreven en 
daarin een diagonaal getrokken die een boog van 108° 
onderspant. Men vraagt den inhoud te berekenen van het 
kleinste cirkelsegment dat door de diagonaal van den cirkel 
wordt afgesneden. De straal van den cirkel == 2 gegeven. 

Natuurkunde (1 vur). 

1. Op een plaats, waar een vrij vallend lichaam Barends 
de Je seconde van zijn val een weg doorloopt van 83,3 M.; 
liggen twee punten, A en B, loodrecht boven elkaar. Uit 
A wordt een lichaam met een snelheid van 100 M. loodrecht 

k naar. beneden, en uit B een lichaam met een snelheid van 

E- 120 M. loodrecht naar boven geworpen. Als nu de afstand 

| tusschen A en B 1760 M. bedraagt, en de tegenstand der 
lacht buiten rekening kan worden gelaten, na hoeveel 
seconden zullen dan die lichamen elkaar ontmoeten en met 

… welke snelheid ? 

2. Twee open cylindervormige buizen staan met elkander in 
gemeenschap. De eene is 60 cM. lang, heeft eene door- 

snede van 30 cM3 en is van boven, waar ze vlak afge- 
slepen is, bedekt met een plaat, die 25 G. weegt. De 
andere buis, welke 3 M, lang is en een doorsnede heeft 
van 2 eM?., wordt gevuld met een vloeistof. Indien men 
nu, om evenwicht te maken, de plaat met 5,663 KG. moet 
belasten, vraagt men ’t soortelijk gewicht der gebruikte 
vloeistof. | 








CORRESPONDENTIE. 

De oplossingen der 3 vrgst. uit de XVIIe eeuw (bl. 108) 
zullen in de volg. afl. geplaatst worden. In het werkje, waar- 
aan de opgaven ontleend zijn, komen in het eerste vrgst. 2 
fouten voor. Men leze nu: | 

ED =v (1420 Jy” 150528) en KB =7v” 192. 

De oplossingen zende men in vóór 15 Augs. tegelijk met 

de oplossingen der vrgst. in afl, 3 blz. 150—153. 
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INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN , 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


_ CVIII. Op te lossen: 


Hay gy =a? 
xe Jazz? =b? 
ye Hye He? ==? W. A. SLUITER. 
(Naar aanleiding van no. 257 in De Vriend der Wiskunde LI). 
Oplossing. 

Men kan natuurlijk dit stelsel vergelijkingen op dezelfde wijze 
behandelen als in no. 257 geschied is. Er bestaat echter een 
andere oplossing, die tot zeer regelmatige uitkomsten leidt. 

Wij veranderen de vergelijkingen vooreerst in 

wt) (wy F2) — (ay Jae Hz) = a? 
eeh) (ay Hoa Hy2) =D? 
ye) (edy 2)— (lay H ze + 92) H C° 
en stellen nu # Jy de =p en zy tazdye=qg ««« « (Ì) 
dan gaan zij over in 
wty)p=a dg, (etep=bt Jgenyte)p=e tg 


waaruit volgt, door z, y en # op de gewône wijze op te lossen: 


2pr =(a? Jb2—e?) Jg... ee 
2py == (a? —b2 He) Ig... eee (2) 
pe =(—a? Hb He) Hg... 


Met behulp van (1) kan men nu gemakkelijk p en q alleen 
in a, b en ce uitdrukken. Door de verg. (2) samen te tellen , 


vindt men namelijk 2p? —= (a? +-b? JC?) + 3g ee. (3) 
En door hunne producten twee aan twee op te tellen 
4pg=r? Ja? Jr 52 H- 02) A SG (4) 


waarin r? —= (a? Jb? —c?) (a? — b2 HC?) H (a? + b2 — Ce?) 
(ar HB Het) F (a? — ba HP) (— 02 + B2 FC?) 
== 24° b2 + 2a2e? H 22e? — at — biet 
(abe) (a bead) (atb). 
Uit (3) en (4) volgt verder 
2g (a? Jb2 HC) F6? Zr? H2 (a? JD° 4) 4 
Bg zr? 
mn 
en p=tEirv2(a? +52 Je? try3). 
Door middel van deze 4 stel waarden: van p en q vindt men 
uit.(2) 4 stel wortels voor z, y en z. P. J. Bos. 
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Tweede oplossing. 

Op te lossen: 

a taydgy =a? 
ada de? =b? 
gjyere=c 

Zijn van een A 2 zijden 
p en q en de ingesloten hoek 
== 120°, dan is het vierkant 
van de zijde over dien hoek 
=p? + pg +q°. Nemen we 
dus z en y; y en 2; rx enz 
tot zijden van zulke A A, 
dan vinden we voor de vier- 
kanten der derde zijden respec- 
tievelijk 2? Hay dy? py? Hyed-e? en a? Hazde? of 
a?, c? en 5?, Plaatsen we nu die A A zoo naastelkaar, dat 
de gelijke zijden aaneen sluiten, dan vormen de drie hoeken 
van 120° samen 360°, en er ontstaat dus een /\ met a, 5 en 
c tot zijden, waarbinnen een punt ligt, dat van de hoekpun- 
ten respectievelijk op afstanden x,y en # verwijderd ligt. Dat 
punt ligt dus in een cirkelboog op a tot koorde met een hoek 
van 120°, ook voor 5 en c, en reeds vroeger (De Vriend der 
Wiskunde II, no. 136; III no. 224; IV no. 362) is bewezen, 
dat deze bogen elkaar in 1 punt snijden. 

De meetkundige oplossing is dus: beschrijf met a, b en c 
tot zijden een A en zoek een punt, P, zoodat / APB = 
MBEC SL GPA == 120° is. De afstanden PA, PB en: PC 
zijn dan de onbekenden. 

Tot uitvoering is noodig, dat a>b5—c en a {be zij, 





(Zie no. 527 bl. 189.) H. SrersMa. 
Derde oplossing. à 
Op te lossen: nedap zat... Rs Zorve CE) 
ternet er OAN ane (2) 
ee (3) 


Uit de geg. vergel. kan men gemakkelijk afleiden : 
DEN ay een Ue 
biz —bv=et — at 
en Cy — Cz T=yI — 28, 
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Na optelling bekomt men : 


(a? —b) a H(C2 — 42) y H(b2 — 22 mei 
_ (a? —c’)y —(a? —b°) 


of PE eere € Sein (£ 
Stelt men nu Be 
a? Ee c2 a> RNA b2 : 

mg Pe ng ==: (6) 

dan wordt | ZZ DYE tn 


(7) in (3) substitueerende , bekomt men : 
ge (Opt 1)gay Hp Pty? =ch... (8) 
(1) met c? en (8) met a? vermenigvuldigende, verkrijgt men — 
na aftrekking : 
(a2g? — c?) a? — (2a?pg HJ a?g JC?) ay + 
(ap? + ap ie gi c?) Jk zz 0. 


Hierin 
2a?pg + aPgde? oep? FAD CO 
Taag ONT TT ge 
stellende, vindt men: w#? — 2nay +- my? = 
en s= (NE (Nm) iy nn (AE 


(11) overgebracht in (1), geeft : 

L2n? Hn— md 1lE(2nd- 1) (n? — m) ly? =0?, 
waaruit volgt: « 
a> 

vet VarmrtEEin ie) 

Als a, 5 en c bekende get. zijn, kan men met behulp van 
(5) en (6) p en g, en daarna met beh. van (9) en (10) » en 
m bepalen. 

In (12) is y dus uitgedrukt in bekende get. De waarden 
van «© vindt men, door (12) in (11) te substitueeren, terwijl 
die van # kunnen bepaald worden met beh. van (7). In het 
geheel vindt men 4 stellen waarden, die alle voldoen. 

Voorbeeld, « Nemen we b.v, a? = 19, b? =39 en c? — 49, 
dan heeft men : 





pn Oro Neel 
T 500 On 

„—2-19.3.2J-19.2449 315 35 
TT Ore bin 


19.9 J19,3J-19— 49: 198 22 
19,4 — 49 Er Evol 


MO 
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nt dnmtle en (2n +1) rv (n° — m) ee 
2n? A-n—mtlE(2n tlr (n? —m) == 133 of ES 
en y= of +8. 
Met behulp van (11) en (7) vindt men nu de volgende 4 
stellen waarden : 





e= ri, y=tdyr7enzz=— ir 7 
EE == Uyt, yedrvtlenz=tirv7 
v=J-2, y=J-3 en 2=J5 
| en s—=—?2, y= 8 ene=—5. 
Opmerkingen. 1. Men kan natuurlijk ook z, y en z recht- 
„ Streeks in a, b en c uitdrukken, maar dan zal men zulke 
groote en samengest. vormen bekomen, dat de berekening voor 
Ee bekende waarden van a, b en c veel lastiger wordt, dan wan- 
neer men gebruik maakt van Kapa De manden dann in de 
geg. opl. gedaan is. 


2, Als a? —b2 =b?—ce? is, kan de opl. aanmerkelijk 
& eeigd worden. Vergel. (4) verandert dan in 
| À zy of wv Je == 2. 
Dit is het geval met no. 257 in „De Vriend der Wis- 
leunde”, UL. RepiJns. 


CIX. Hoeveel snijpunten kunnen 10 platte vlakken opleveren ? 
(J. Versuurs, Lrb. d. Alg. II, 5e dr. 8 289 No. 7.) 
« C. KeERrDeL. 
Oplossing. 

Drie vlakken kunnen elkaar maar in 1 punt snijden. Tien 
vlakken hebben dus zooveel snijpunten, als het aantal verbin- 
gen bedraagt van 10 elementen 3 aan 8. D.i. 

Ge en 2 Ns —= 120. (Zie in ’t Lrb. $ 289.) 

CX. in zijn 3 cirkels gegeven, die door 1 punt gaan. 
Bewijs, dat de andere 3 snijpunten der cirkels 2 aan 2 
in 1 rechte liggen. W. A. "SLUITER, 

Antwoord, 

Uit een punt M, op een cirkelomtrek O gelegen, trekt men 

3 koorden MA, MB, MC ; op deze rechten als middellijnen 


204 


beschrijft men 3 cirkelomtrekken: de punten P, Q, PR, waar 
deze cirkels elkaar 2 aan 2 snijden, liggen op eene zelfde 
rechte. Bewijs dit. (Zie blz. 112.) 
Oplossing. ì 

| Trek de koorden AR, BR, 

BP, CP, CQ, AO ME RMES 
MQ. De // MRA, MRB, 
beschreven in halve cirkels, 
zijn recht; dus is RAB eene 
rechte lijn. Om dezelfde 
reden zijn BPC en AQC rechte 
lijnen. Daaruit volgt, dat P, 
Q, R de projecties zijn van 
M op de zijden van den A 
ABC beschreven in cirkel O, 
Dus liggen volgens het theo- 
rema van Simson de punten P, Q, R op eene zelfde rechte. 





CXIL Trekt men door de hoekpunten van een A ABC naar 
de tegenoverliggende zijden de rechte lijnen mm, » en 
p,en trekt men door een punt Z, binnen den A ge- 
legen, de lijnen milfm, n‚/n en p‚/p tot aan de- 
zelfde zijden, dan is: 


Mi TT Ten 
int + En EI Pp == 
Hoe verandert dit vraagstuk als m =n=—=p is? 
(J. Tr. Carrip. Wisk. Opg. naar Martus, No. 6.) 
…_J. VAN DE SANDT, 
Oplossing. 
A ZBC en A ABC hebben dezelfde 
SN basis, zoodat hunne oppervlakken zich 
B verhouden als hunne hoogten, welke 
B zich verhouden als 4G: AD, dus 
ke opp. AZBC : opp. AABC=ZG: AD 
dr evenzoo, AZAC: „ ABCA=ZH:BE 
zet en:„"AZAB: ;- ACAB 
AZAC+AZAB ZG ZH , ZI 
A ABC = AD BE TOF 
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A ABC —_ 1 aen 
BRARD an ee 


EN tit tt 4 


n 
of ln 


of ee 

De eigenschap, dat in een geliĳjkzijdigen A de hoogtelijn ge- 
lijk is aan de som der loodlijnen uit een punt binnen den A 
op de zijden neergelaten, is een bijzonder geval van deze 
(De Vraend der Wiskunde ITIL no. 266). 

De lijnen m, „ en p kunnen ook eerst de zariaste der 
zijden van den ÍN snijden. 

Neemt men Z buiten den A , dan nemen van de lijnen m, 
n en p degene, welke eene tegengestelde ligging met betrek- 
king tot de zijden van den A verkregen hebben, het teeken 
min (—) aan. Bv. wanneer Z tusschen de verlengde zijden 


van den / ACB ligt, wordt ze Lt Ben = 1, en wanneer 
Z in den overstaanden / van Z BAC ligt, is 


nej Wy big 


CXII. Hoeveel cirkels kunnen aan 3 gegeven cirkels raken ? 
(J. VersLuys, Lrb. d. Alg. II $ 289, no. 21). 
C. KERDEL. 
Oplossing. 
De gevraagde cirkels raken de 3 gegeven cirkels in- of wite 
wendig aan. Hun aantal is dus gelijk aan het aantal ver- 


schikkingen met herhalingen 3 aan 3 van 2 voorwerpen, 
Oei 9; 


CXIII, Hoeveel bollen kunnen aan 4 gegeven bollen raken? 
J. VersLuys, Lrb. der Alg. IL S 289, no. 22). 
C. Kerper. 
Oplossing. 

De gevraagde bollen raken de 4 gegeven bollen in of wit- 
wendig aan. Hun aantal is dus gelijk aan het aantal ver- 
schikkingen met herhalingen 4 aan 4 van 2 voorwerpen, 
dinar 16. 
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GOEDE OPLOSSINGEN , 
der Opgaven 521—540, CVIII-OXIII zijn ingezonden door : 


A. 521—540, CVIIL—OX1II. 

J. J. C. Ament, 529—534, 536, 537, 539, 540. 

Gt Ben 521—526, 528537, 539, 540; CVE 
OXI, 

P. J. v. d. Berg, 530—534. 

IJ. de Boer, 524—526, 533, 535—537, 539, 540. 

EB. Cupido, 529, 530, 532, 535—540. 

A. v. d. Dries, 535—540. 

C. v. Essen, 521, 522, 524—526, 528, 534, 535, 539. 

W. Gabriëlse, 522, Bau 526, 528 — 537, 539, 540. 

H. Garenne 521534 CVIIL--OXIIL 

H. de Groot, 529, 530, 532—534. 

Harm. te R., 535—537, 539—540, 

P. J. Helwig, 529, 530, 532—534. 

H. Hindriks, 522—525, 535 —537, 539, 540. 

Jegel, 529, 531—534. 

H. Klein, 535—537 , 539, 

J. H. K., 521, 522, 524—526, 528, 535-537, 539, 540, 

J. Kooy, 529—537, 539, 540. 

M. d. m., 529—534. 

Mijntje, 522, 525, 526, 529, 530, 534, 536, 537, 539, 540. 

W. A. W. Moll, B21— 526, 528—540. 

L. Navis Hzn., 535—537, 539, 540. 

J. Oosterhuis, 535—537, 539, 540. 

M. v. Overeem, 521—537, 539, 540, CIX, CXI—CXIII 

J. Posthumus, 530. 

Redijns, 529—534, CVIII-—OXIII. 

L. Roelofsen, 522, 525, 526, 535—540, 

A. v. Rooyen, 523—525, 530, 535, 539. 

Z. V. S., 521—526, 528—537, 539, 540. 

B Sid Pzs 529, 531— 534, 

H. J. Scholten, 522, 528—530, 532, 534—537, 539, 540. 

H. Sehhusenberdl 580-534. 

H. Siersma, CV III —OXIII. 

M. Simons, 521—530, 532—537, 539, 540; CVII—CXIII, 
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W. A. Sluiter, 529, 532- 534, 

Süd, 529-534, 

H. Neiart: 529—534, CVIUI—CXIIL. 

ee À. en 522, 524—526, 529—537, 539, 540. 

A. Vermeer, 521-525, 520534; CIX—OXIII. 

W., 522. 

EV. zb Wal & Verborgh, 521—528, 530—537, 539, 540; 
CVUI- CXIII. | 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°* October 1890 franco 


561, 


562, 


563. 


564, 


265, 


566, 


567. 


568. 


569. 


bij den Redacteur A. J. vaN BREEN te Le 
worden ingewacht, 

In A ABC is DE//AC getrokken. Men vraagt BFG 
zoo te trekken, dat A BDF = A BCG zij. 
(Eindex. H. B. 8. 1879.) 
Bewijs dat de standhoek van het regelmatig achtvlak en 
die van het regelmatig viervlak elkaars supplement zijn. 
C. A. Crkor, Stereom. Vrgst., no. 163. C.A. Ciror. 
Van een A is de tophoek gegeven in grootte en in lig- 
ging. Als de som der omgekeerden van de opstaande - 
zijden gegeven is, gaat de grondliĳjn door een bepaald - 
punt. Bewijs dit. W. Meijer, 
(J. VersLuys, Mtk. Vrgst. Gev. Leerl. Gem. vrgst. no. 32.) 
Van een A is de kleinste zijde 3 der grootste. De stra= 
len der aangeschreven cirkels zijn harmonisch evenredig. 
Bereken de zijden van dien A , als de straal van den 
omgeschreven cirkel LO cM. is. M. v. 0. 
(J. VersLuys, Mth. Opl. Mtk. Vrgst. Gem. vrgst. no. 164.) 
Wanneer de medianen van een A D! evenredig zijn met 
de zijden van een anderen A D, zullen weer de medianen 
van A D evenredig zijn met de zijden van A D!. Be- 
wijs dat. 

Toon aan dat het product 2 (a +Wa2-b2) (b + a 4-b2) 
een volkomen vierkant is. 


. rn . 
Als eene onverkleinbare breuk — een wortel is der ver- 
n 


gelijking met geheele coëfficienten az? + bw +-c = 0, 
dan is c deelbaar door m en a door %. 
Oplossen #3 (a — b) + a? (b — x) + b3 (@ — 4) = 


PRIJSOPGAVEN. 4. 
Een staat sluit een leening, groot f K nominaal, tegen 
34 0/, interest. Zoo jaarlijks 4°/, van dat bedrag wordt 
besteed voor rentebetaling en aflossing à pari, vraagt 
men na hoeveel jaar de schuld zal gedelgd zijn. 
(P. J. Bos, Lrb. der Alg. III, bl, 61, no. 65.) W, 


_ 570. 


571. 


572. 


573. 


574, 


575. 


576. 


577, 
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Twee driehoeken hebben dezelfde basis en hetzelfde op- 
pervlak. Zoo de opstaande zijden des eenen a en 5 en 
die des anderen cen dcM, zijn, hoe groot is dan de basis ? 
(P.J. Bos, Leerb. der Alg. II, bl. 109, no. 7.) W.F.K. 
Zoek voor # en y positieve waarden in geheele getallen, 
die voldoen aan de vergelijking 17x J- 31y = 500. Earr. 
Voor welke andere deelers dan 7 geldt het kenmerk van 
S 39 nog meer? 

(J. VersLurs, Deelbh. & Rep. Br. 8 40, no. 1.) 

($S 39. Men verdeele het getal, van de rechterhand te 
beginnen, in vakjes van 3 cijfers (waarbij men aan de 
linkerhand ook een vakje van 1 of 2 cijfers kan krij- 
gen), men neme het verschil tusschen de som van de 
eerste, derde, vijfde, enz. groep en de som van de tweede, 
vierde, zesde, enz. groep. ls dat verschil door 7 deel- 
baar, dan is ook het gegeven getal door 7 deelbaar.) 
Voor welke deelers moet men op dezelfde wijze handelen 
met groepen van 4 cijfers ? 

(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. Br. S 40, no. 2.) 
Halveert men in een A ABC den 4 B door BD, en 
trekt men AF en CE beiden loodrecht op BD, en BG 
loodrecht op AC, dan vraagt men te bewijzen, dat de 
punten F, E‚G en het midden H van AC op een cirkel 
liggen. J. v. D. SANDT. 
(J. Tr. Catrin, Wisig-Opg. naar Martus, no. 16). 


PRIJSOPGAVEN. ZJ. 
Van ecne meetkundige reeks van 6 termen is de som 
der middelste termen 450 en die der uiterste 9378, 
Bepaal die reeks. 

(P. J. Bos, Lrb. d. Alg. III, bl. 105, no. 26.) W. 
as — 2a + 3be 
a—2b +1 

als a, b en c gegeven lijnen zijn ? 

(J. VersLuys, Handb. Mtk. IV, Gem. Vrgst. no. 6). 
A. J. JANSEN. 

Een trein vertrekt van. A naar B en legt 56 KM. per uur 

af. Nadat hij 189 KM. heeft afgelegd, vertrekt een trein 


Hoe wordt de lĳn v = geconstrueerd , 


De Vriend der Wiskunde. NV. 14 


578, 


579, 


580, 
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van B naar A, die den geheelen weg in 20 uren zou kun- 
nen afleggen. Zoo de treinen elkaar ontmoeten, nadat de 
tweede zooveel uren op weg geweest is, als het £ be- 
draagt van het aantal KM, dat hij per uur aflegt, 
vraagt men den afstand van A en BP? 
(Toelex. Kon. Mil. Acad. 1890.) 
Los de onbekenden op uit: 
+ —_l__ 625 

(e+) $ (ei) TvV (14-615) 

dt Er zits (229). 
(Toel.ex. Kon. Mil, Acad. 1890.) 


Bereken x uit 
hb 


(°, 46225) — 67,246, 


(Toel.ex. Kon. Mil. Acad. 1890.) 
In een gegeven cirkel een driehoek te construeeren als 
gegeven zijn: het verschil der hoeken aan de basis en 


de lijn uit den top getrokken naar het midden der basis. 
(Toel.ex. Kon. Mil. Acad. 1890.) 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


CXVIL. De basis BC van den A ABC wordt door een punt 


M zoo verdeeld, dat BM — BE en CM = 
mn 


De EE BC. Worden nu de punten A en M vereenigd 


door eene rechte, dan is 
n.AB? Jm. AC? = oen 





nn 


Men vraagt de meetkundige plaats van de punten 
A ten opzichte van de vaste punten B en C, als 
n.AB? + m.AC? constant is. J. v. D. SANDT. 
(Carrie, Wisk. Opg. n. Martus, no. 4 en 5.) 


CXVIII. In een gegeven cirkel een trapezium te beschrijven , 


wanneer de som en de onderlinge afstand der even- 
wijdige zijden gegeven zijn. A. J. JANSEN. 
(J. VersLvys, Handb. Mtk. IV, Gem, Vrgst. 27), 


CXIX, 


CXX, 


CXXT. 
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Er zijn 2 cirkels gegeven en een / PAQ in hun 
gemeenschappelijk vlak. Het been AP snijdt den 
eersten cirkelomtrek in B en C en den tweeden in 
B! en C1; het been AQ snijdt den eersten cirkel- 
omtrek in D en E en den tweeden in Di en El, 
Bewijs, dat de koorden DB, CE, BID! en C1E! 
als zij ver genoeg verlengd zijn, een vierhoek vormen, 
waar om men een cirkel kan beschrijven. 
A. J. JANSEN. 

(J. VersLuys,, Meth. Opl .Mtk, Vrgst. Gem. Vrgst. 44). 
Als men in een regelmatigen vijftienhoek het eerste 
hoekpunt verbindt met het derde, het derde met het 
vijfde, enz., telkens één hoekpunt overslaande, dan 
is de zijde van den regelmatigen stervormigen vijf- 
tienhoek, dien men verkrijgt, uitgedrukt in den straal 
des omgeschreven cirkels, gelijk aan 


AR \v15 413 —v (10 — 215) | 


(C. Krareer, Kz., Lrb. d. Mtk. I, S 308, no. 547). M. v. O. 
Als men in een regelmatigen vijftienhoek het eerste 
hoekpunt verbindt met het achtste, het achtste met 
het vijftiende enz., telkens zes hoekpunten overslaande, 
dan is de zijde van den regelmatigen stervormigen 
vijftienhoek , dien men verkrijgt, uitgedrukt in den 
straal des omgeschreven cirkels, gelijk aan 
AR (v15 4-3 dv (10 —25)| 


_(C. Krarper, Kz., Lrb.d. Mtk. 1, S 308, no. 548). M. v. O. 


CXXII. 


CXXTII. 


De inhoud van een cirkelsegment is gelijk aan het 
verschil van zijn boog en de halve koorde van den 
dubbelen boog, vermenigvuldigd met den halven straal. 
(C. KrarPPER, Kz., Plan. $ 328, no. 564). M. v. O. 
Bepaal de inhouden van de zes driehoeken, waarin 
een driehoek, die a, b en c tot zijden heeft, door 
zijn hoogtelijnen verdeeld wordt. 

(C. KrarPeR, Kz., Plan, S 330, no. 613). M. v. 0. 
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Ingezonden natuurkundige vraagstukken, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


(Oplossingen voor 15 October 1890 inzenden.) 
Werpt men in een bak met water een houten bal, dan is 
de bak vol en + van den bal drijft boven. Hangt men 
aan den bal een stuk iĳzer (7,2), dan zweeft de massa 
(ondergedompeld) in ’t water en er vloeit 20 L. water uit 
den bak. Hoe groot is de bal en met hoeveel KG. ijzer 
is hij bezwaard ? 
(W. H. Wisserink, Natk. Vrgst. I, no. 246.) (Verg. ex. 
Dordrecht.) 
Aan een hefboom van 1,5 KG., waarvan ’t zwaartepunt 
in ’t midden ligt, hangt aan den eenen arm, die 12 cM. 
lang is, een gewicht van 1,5 KG. en aan den anderen 
arm, die 18 cM. lang is, een glazen prisma van 0,5 dM? 
gedeeltelijk in water. Als er nu evenwicht is, en ’ts. g. 
van glas 2,2 is, welk deel van ’t prisma hangt dan in ’t water? 
(W. H. WrisserinkK, Natk. Vrgst. TI, no. 248.) (Verg. ex. 
Oldeholtpade.) | 
Een stuk platina (11) en een stuk kurk (0,24) wegen in 
de lucht evenveel. In welke verhouding zouden de ge- 
wichten dier lichamen tot elkander staan, als ze in het 
luchtledige gewogen werden? 1 dM3 lucht weegt 1,3 G, 
(W. H. Wissrrink, Natk. Vrgst. II, no. 35.) 
In een recipient van 3 dM? inhoud doet men 1e 2 L, 
waterstof van eene drukking van 5 atmospheren, 2e 4 L. 
koolzuur van 4 atm. drukking en 3e 8 L. stikstof van + 
atm. drukking. Wat is de drukking van het mengsel ? 
(W. H, WisseLinK, Natk. Vrgst. II, no. 38.) 
Een bol, bevattende lucht van 77 cM.‚ spanning, is door 
middel eener kraan met het bovenste (luchtledige) deel 
van de buis van een bakbarometer verbonden; de buis 
steekt 90 cM. boven ’t kwik in den bak uit en heeft eene 
doorsnede van 20 cM?. Door het openen der kraan daalt 
het kwik in de buis tot 40 eM. boven ’t kwik in den bak. 
Als de barometerstand 75 ecM. bedraagt, hoe groot is dan 
de inhoud van den bol? 
(W. H. Wr…sseLinK, Natk. Vrgst, IL, no, 40.) 
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TWEE OPLOSSINGEN VAN EEN MEETKUNDIG 
VRAAGSTUK. 


In de „Vraagstukken ter oefening in de Meetkunde” door 
W. H. Wisselink, 3e stukje (le en 2e druk) vindt men op blz. 
12 in $21 het navolgende vraagstuk als no. 17: 

Twee cirkels A en B raken elkaar uitwendig in C; wit 
eenig punt D buiten die cirkels ziet men de stralen AC en BC 
onder denzelfden hoek. Trekt men wit D aan de beide cirkels 
raaklijnen DEen DF, danis: DE Xx DF = DC?®, Bewijs dat, 

In de volgende regelen zijn een tweetal oplossingen behan- 
deld, alsmede eenige opmerkingen, waartoe het vraagstuk 
aanleiding geeft. 

Onderstelling : Cirkels A en B raken elkander uitwendig ; 
LAD —= 4 BDC; DE raakt cirkel A, DF raakt cirkel B. 


(fig. 1). 
Gesteld: DE x DF == DC?, 
Oplossing. 
Fig. 1. 
Re 5 S 1. Bij het 
8 teekenen van 
B de tot dit 


vraagstuk be- 
hoorende fi- 
8 euur bemerkt 
Ì men, dat het 
punt D niet 
willekeurig 

| E ô kan worden 
gekozen. Z/ ADC moet gelijk zijn aan / BDC, dus AD: BD 
=AC:BO=R, :R,, indien men de stralen der cirkels A en 
B gelijk R,‚ en R, stelt. Het punt D behoort dus tot de meet- 
kundige plaats der punten, wier afstanden tot A en B zich 
verhouden als R, en R,. Die meetkundige plaats is volgens 
vrgst. 367 van de „Vriend der Wiskunde” dl. IV, blz. 51, 
een cirkelomtrek, waarvan de lijn CC* eene middellijn is, C 
is het raakpunt der gegeven cirkels. C* ligt op het verlengde 
van de lijn AB, zoodat AC‘: BC! —=AC:BC =R,:R,. Het 
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middelpunt M van dien eirkelomtrek is het midden der lijn 
CC. Die cirkelomtrek M raakt cirkel A uitwendig, terwijl 
cirkel B hem inwendig raakt. CC* toch is steeds grooter dan 
de middellijn van cirkel B. Dit volgt uit de straks aan te 
wijzen constructie voor C1 (zie 84, le). Cirkelomtrek M ligt 
dus geheel buiten de cirkels A en B, het spreekt dus van zelf, 
dat het punt D bwiten de cirkels moet gekozen worden. 

_ 82, 1ste Bewijs. 

Er moet nu bewezen worden, dat DE xDF =DC?. Daar 
uit het punt D aan de cirkels A en B raaklijnen en snijlijnen 
zijn getrokken, komt men onwillekeurig tot de toepassing van 
de betrekkingen, die er bestaan tusschen de lengten dier lijnen, 
te meer omdat èn de lengten der raaklijnen, èn de lengte van 
D tot het snijpunt (ook raakpunt) C in de stelling voorkomen. 
Men heeft dan DF? = DG Xx DC en als men DC door C ver- 
lengt, tot zij cirkel A weer snijdt in H: DE? —= DC Xx DH. 

Hieruit volgt: "DE? x DF? = DC? x DG X DEE 

Vergelijkt men deze vergelijking met de te bewijzen stelling, 
dan ziet men dat het bewijs geleverd is, indien men nog slechts 
kan aantoonen DG x DH =DC?, Daarbij merken wij op, dat 
nog geen gebruik is gemaakt van de onderstelling: / ADC = 
BDC en dat de laatste betrekking ook kan geschreven wor- 
den DG:DC=DC:DH. 

Trekt men BG, zoo is A BED » A ACD, wan L BDG = 
LADG, en £ BGD —=/ ACD, als supplementen der hoeken 
BGC en BCG, die gelijk zijn. (BC = BG). Hieruit volgt: 

DG: DC = BG: ACR, : Kon (2) 

En trekt men AH, zoo is A AHD A BCD, want / ADH 

= BDC, en 4 AHD =/ ACH =/ BCD. Hieruit volgt: 
DC: DH = BO: AH ZB, Kien (3) 

Uit (2) en (3) volgt DG : DC = DC : DH of DG x DH == DC? 

Dit in verg. (Ll) gevoegd geeft "DE? x DF? —= DC* of 
‚DE x DEF == DC?. 

De lezer zal inzien, dat het bewijs van de stelling Tens 
dezen weg zeer eenvoudig is en korter is op te schrijven, dan 
boven geschiedde, waar wij aangaven hoe het bewijs gevon- 
den was. 

S 3 2e Bewijs, 


TELA 


if oct akan 
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Er moet bewezen worden DE X DF = DC?. De lijnen DE, 
DF en DC komen, als men de lijnen CE en CF trekt, in de 
AA CDE en CDF voor, tusschen. hen moet deze betrekking 
bestaan DE : DC =DC : DE. Onwillekeurig stellen wij de 
vraag: Zijn de AA CDE en CDF ook m? Wil de even- 
redigheid waar zijn, dan is die gelijkvormigheid natuurlijk 
niet noodig, maar zij is toch mogelijk. CE en CF zouden 
dan geliĳjkstandige lijnen zijn, £ CDE en / CDF gelijke hoeken. 
Zijn die hoeken gelijk, dan moeten de AA w zijn; nu is 
ADE — / BDO. Is nu ook ADE =4 BDE? Trekt 
men AE en BE, zoo volgt uit / ADC =/ BDO, AC: BC = 
AD:BD of AC —= Aen BO = BF zijnde: AE: BF —= AD: BD 
en daar bovendien / AED = / BFD = 90° is A ADE A - 
BDF (welk geval van gelijkvormigheid?) en / ADE —= / BDE. 
Men ziet dus A CDE en A CDF moeten zo zijn. Trachten 
wij dat dus aan te toonen. Wij weten uit het bovenstaande 
reeds £ CDE —/ CDF, omdat zij uit deelen ADC en ADE, 
BDC en BDF' bestaan welke gelijk zijn. Het is voldoende de 


_ gelijkheid van / CED en / FCD (over geliĳjkstandige zijden) 


te bewijzen. Doch daar / CED =| Bg. CE = 4/ CAEen 
ZL FCD = 1 Bg.FG =d/ FBG, is het ook voldoende indien 
men aantoont: / CAE=/ FBG. Daar echter / EAD =/ FBD 
(dit volgt uit A ADE » A BDF') moet dan / CAD = / GBD en 
dit volgt uit A CAD A BDG (zie eerste bewijs) onmiddellijk, 

Het zal den lezer niet moeielijk vallen ook dit bewijs nu 
regelmatig op te schrijven. Wij hebben den gedachtengang 
weêrgegeven bij het vinden van dat bewijs. 

S 4. Aan het einde van dit bewijs komen wij terug op de 
aanwijzing in $ 1, omtrent de ligging van het punt D gedaan. 
Wij merken op: 

le. dat het punt C1 het uitwendig gelijkvormigheidspunt 
der cirkels A en B is, d.i. het snijpunt van de uitwendige 
raaklijnen aan de beide cirkels met het verlengde der lijn AB. 
C is het inwendig gelijkvormigheidspunt. Het is den lezer 
bekend, dat men Ct ook vindt door uit A en B evenwijdige 
stralen .bijv.- Aa en Bh te trekken, het snijpunt van de ver- 
lengden der lijnen ab en AB is dan C!,. Men heeft dan: 

AC!:BC1 == Aa: Bo == R; : Ro. 
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Uit de eonstructie volgt tevens dat CC! steeds Sto is 
dan de middellijn van cirkel B (vgl. S 1). 
De straal van cirkel M (R,) is gemakkelijk te berekenen. 
Men heeft toch AGL BO SRR 
of (Ra 2R:): (2RIEERE DEERR R, 
waaruit R, = Ee Is R‚>R,, zoo is R‚) RR, —R, 
of R‚ > R, dus ook 2R, > 2R, of CC1 ) 2R?. 
2e. dat het punt D niet in C, wel in elk ander punt van 
den cirkelomtrek M kan liggen, dus ook in C*. Aan den 
lezer laten wij het hoogst eenvoudig bewijs over van de stel- 
ling, waarin dan het door ons behandelde vraagstuk overgaat. 
3e. dat zich een drietal bijzonderheden bij het tweede bewijs 
Fig. 9. voordoen, in- 
E dien men het 
punt D kiest, 
zooals in fig. 
12, nl. zóo dat 
j de raaklijn uit 
SD aan cirkel 
B getrokken, 
j rechthoekig 
Bop AB staat, 
m. a. w. ZÓO, 
_ Ra | dat het raak- 
punt F in de lijn ABC! ligt. A CDF is dan rechthoekig in 
F en bijgevolg ook A CDE in het punt C. Men heeft dus 
LADOB 00 Re he 
Trekt men nu de INE raak PCQ der cir- 
kels A en B, zoo is: / DCE =/ ECP + / DCP — 90°, 
maar / ECP =4bg. EC =/ DEC, dus / DEC + / DCP = 
90° en in A DCE is / DEC + / EDC — 90°, derhalve £ DCP 
== EDC, waaruit volgt dat ED cirkel M raakt. DE is dus 








raaklijn aan de cirkels A en M . . Den 
Nog volgt uit / ECD = 90°, dat Bol ZR ECH = — 90°, EH 
is dus eene middellijn van cirkel A. . . . …— . . « (8) 


Ook uit dit laatste hadden wij kunnen afleiden, dat / EDM 
recht is en dus ED eene raaklijn aan cirkel M. DM toch is 
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evenwijdig aan BG (waarom?) en BG //EAH (waarom?) dus 
DM//EH; / AED — 90° zijnde, zoo is ook / EDM —= 90°. 

Het behoeft geen betoog, dat wij het punt D ook hadden 
kunnen kiezen in Dt beneden de lijn AB op cirkel M, zóo 
dat DIF _L AB is; DFD! is eene rechte lijn. 

Nog merken wij op: 

4e, dat men geen andere stelling kan afleiden uit de ge- 
gevene, door het woord-buiten in binnen te veranderen. Even- 
zoo vervalt het vraagstuk, indien men nagaat of bij „inwen- 
dige" raking geen dergelijke betrekking bestaat. Is in dit 

Wie, 3. geval AC ) BC (fig. 3) zoo is ZL ADC > / BDC 

Í | waar men D, buiten de lijn AB ook kiest. 
Ook op de lijn AB voldoet geen punt aan de 
voorwaarde DC? =DE XDF, het punt C! 
toch, waarmede D zou samenvallen, ligt in C. 
Hiervan overtuigt men zich gemakkelijk door 
de vv even aangegeven constructie voor het uitwendig gelijk- 
vormigheidspunt toe te passen in het geval, dat de cirkels A. 
en B elkander inwendig in C raken, terwijl het ook onmid- 
dellijk blijkt, indien men bedenkt, dat de eenige gemeenschap- 
pelijke raaklijn der cirkels, die in C is. 

5e dat het vraagstuk alleen waarde heeft als R, en R, 
ongelijk zijn. Is R‚=R,, zoo moet D in de gemeenschap- 
pelijke raaklijn der cirkels liggen; deze lijn komt dan in de 
plaats van de in $ fl aangegeven meetkundige plaats (cirkel M). 
Dit blijkt ook uit de straks gevonden waarde voor R,. Wordt 
His Ri, zo0 is R, — Ek oneindig groot, d. w. z. cir- 
kel M gaat over in eene rechte lijn in C rechthoekig op de 
lijn AB. 


Zierikzee, October 1889. B. W. Monpr. 
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Een paar eigenschappen der logarithmen. 


10. De som der omgekeerde waarden van de logarithme 
van eenig getal in het m- en in het » tallige logarithmen-stelsel 
is gelijk aan de omgekeerde waarde van de logarithme van dat _ 
getal in het mx-tallige logarithmen-stelsel; dat is: 

1 1 gel 
log x gn log Ae log © 


Bewijs. We hebben: 


M 108 k n n 
m loge, n° loge —gen(mn) logs, 























d 1 1 
waaruit volgt: m == ige, Nn =P iogz en mn = @ UN rog 

1 1 1 Ee 
Daaruit: mn =e ®ioge Xa Wioge = Tt Wioge + Vlog z 

1 1 1 

en dus EM rog J  1og w == ® MN Tog z 
if 1 1 
of Mog F- U 1og w = MN oge 


20. Het verschil der omgekeerde waarden van de log. van 
eenig getal in het m- en „-tallige log. stelsel is gelijk aan de 
omgekeerde waarde van de log. van dat getal in het m : n-tallige 
log. stelsel ; dat is: 

1 1 1 








n min 
log # log x log x 
Bewijs Volgens 1° hebben wij: 


1 1 1 m 
en Sn want — n= m. 
men al mm 9 in 


Ì n 
log © log x log z 
Dus is ook: 








1 1 Smal 





ik log » 4 log x bre Bidet 

3°. De logarithme van eenig getal in eenig log. stelsel is 

gelijk aan het n-voud der log. van datzelfde getal, genomen 

in een log. stelsel, welks basis de nde macht van de basis 
van het eerstbedoelde stelsel is; dat is: 


a TR . 
log #5 ha dog #. 
Bewijs. We hebben: 


| 
| 
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(a) tog Ed 


“log r 


nxXa 
re log =e2; maar ook a if 


a 
dus is „lege, log z 
n 
en ook: Vlogs =n. B log x, 
40, (Gevolg van 3°.) Vervangen we a door a, dan ver- 
krijgen wij: 
WV Ooga—=n.® log z, welke eigenschap gemakkelijk in woor- 
den te brengen is. 
50, De log van b in het Be: log. stelsel is gelijk aan de 
omgekeerde waarde van die van a in het b-tallig log. stelsel. 
Bewijs. Volgens het begrip der log. is ploga —g, 
Nemen we van beide leden dezer vergelijking de dlog., dan 
komt er: 


b a vie o’ 
loga X logb == log as 
A, 
maar omdat toga = 1, is ook 


log a == ER dog be 
60. Als gevolg van 5° hebben wij: 


a b d C 
loge « logd == logb. log a, 

want het product der middelste en ook dat der uiterste termen 
is gelijk aan 1. 

EG ee a b 

ri logb « logd == loge « log d. 

. q C … … (1/ C 
Bewijs. Voor logv : tog d kunnen wij schrijven: oaf TEL b, 


biogd 
vd ge 
d 


ed c‚ dan is het gestelde bewezen, of 





a h a 
VOOr logc : logd @VENZOO log 


Is dus B logd_p — 





ook als hbred — Clog d ‚ en dit is waar, want we kunnen er 
voor schrijven d = d. 

Opmerking. De opgaven in N. L. W. A. Gravelaar, Leer- 
boek der kekenkunde I (1889), op bl. 183 no. 175 , gaven 
mij aanleiding tot het schrijven van bovenstaande. 

Amstm,, 22 Jan. 1890. H. VERHAGEN. 
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EVENREDIGE AFHANKELIJKHEID VAN 
GROOTHEDEN. 


Schets eener elementaire behandeling }). 


S 1. Al wat gemeten kan worden, noemt men een groot- 
heid. Zoo zijn lengten, inhouden, gewichten , prijzen groot- 
heden, want men kan ze met een zekere maat meten. Ook 
hoeveelheden zijn grootheden, zij worden met de eenheid en 
hare onderdeelen als maat gemeten. De uitkomsten dier me- 
„tingen zijn getallen. 

S 2. Onder de verhouding van twee grootheden Á en 
B verstaat men het getal, waarmede men B moet vermenig- 
vuldigen om A te verkrijgen, m.a. w. het getal, dat aanwijst 
hoeveel maal B op A is begrepen. Zij wordt geschreven A: B 
of En en is ook gelijk aan de verhouding of het quotiënt der 
getallen , die aanwijzen hoeveel maal een aangenomen maat op 
elk van beide begrepen is. Stellen bijv. A en B de lengte en 
breedte van een vloer voor, en is een meter op Á 5 maal en 
op B 3 maal begrepen, dan is A =5 meter en B 3 meter 

5 
3 
5 5 
want Ex al (5 X 3) M= 5 M. 

S 3. Is de verhouding der grootheden A en B dezelfde als 
die der grootheden C en D, dan kan men deze verhoudingen 
door het teeken == verbinden. Alsdan ontstaat de evenredigheid 

AD 
waarin alle termen benoemde getallen voorstellen, en de 


en dus: A: Bez Mens MAER 


1) Hierbij heb ik vooral het oog op het onderwijs aan Hoogere 
Burgerscholen (2e schooljaar). Hoewel namelijk vele schrijvers dit 
onderwerp slechts terloops aanroeren, meen ik dat het wenschelijk 
is om aan een theorie als de volgende op genoemde scholen een 
plaats in te ruimen, lettende op hare toepassing in vakken als meet- 
kunde, natuurkunde, enz., hare vormende waarde en sommige 
exameneischen. — Voor een grondiger behandeling van sommige 
punten raadplege men o. a: 

N. L. W. A. GrAvELAAR, Leerboek der Rekenkunde, 1889, 2e deel. 

W. H. WisserinkK, Grepen uit de Rekenkunde, te stukje. 
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termen eenér zelfde verhouding steeds gelijknamig zijn, 
bijv. KrGr KG — 10 Ms2-M 

Verder dient men in het oog te houden, dat niet alle eigen- 
schappen der gewone getallen-evenredigheden geldig zijn voor 
het geval, dat de termen benoemd zijn. De lezer zal weinig 
moeite hebben om dit na te gaan. 

S 4. Bepaling. Men noemt een grootheid afhankelijk 
van een andere grootheid, als een verandering van de laatste 
een verandering van de eerste ten gevolge heeft. Zoo is de 
prijs van een diamant afhankelijk van zijn gewicht, de tem- 
peratuur in een vertrek afhankelijk van de hoeveelheid brand- 
stof, die in zekeren tijd verbrand wordt, enz. 

S 5. In vele gevallen is de wijze, waarop een grootheid 
van een andere afhangt, te ingewikkeld om nader te beschou- 
wen; in andere gevallen echter is zij eenvoudig. Nemen wij 
bijv. de oppervlakte van een rechthoek en zijne hoogte: wordt 
de hoogte tweemaal zoo groot, dan wordt ook de oppervlakte 
tweemaal zoo groot. Nemen wij de hoeveelheid steenen, die 
noodig zijn om een gang te beleggen en hunue oppervlakte: 
wordt de oppervlakte der steenen tweemaal zoo groot, dan 
wordt de hoeveelheid steenen tweemaal zoo klein. 

Bepaling. Men noemt een grootheid recht evenredig 
afhankelijk van een andere grootheid, of kortweg recht 
evenredig met die andere grootheid, als het eenige malen !) 
grooter (of kleiner) worden van de laatste ten gevolge heeft 
dat de eerste evenveel malen grooter (of kleiner) wordt, 

VOORBEELDEN. 

De prijs eener koopwaar is recht evenredig met de hoeveel- 
heid dier koopwaar, want... 

De lengte van den weg, door een voetganger in zekeren 
tijd afgelegd, is recht evenredig met zijne snelheid, want .... 

De intrest, dien een kapitaal in zekeren tijd opbrengt, is 
recht evenredig met het kapitaal, want... . 

De omtrek van een cirkel is recht evenredig met zijn straal, 
want... 

Bepaling. Men noemt een grootheid omgekeerd even- 


1) Onder „eenige malen” ook een gebroken aantal malen te verstaan, 
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redig afhankeliĳĳk van een andere grootheid ‚ of kort- 
weg omgekeerd evenredig met die andere grootheid , 
als het eenige malen grooter (of kleiner) worden van de 
laatste ten gevolge heeft dat de eerste evenveel malen 
kleiner (of grooter) wordt. 

VOORBEELDEN. 

Als zeker werk moet verricht worden, is de-tijd, waarin 
dit gedaan ne omgekeerd evenredig met het aantal arbei- 
ders, want. 

Als Eler an door een voetganger moet worden atseled 
is de tijd, dien hij noodig heeft, omgekeerd evenredig met 
zijne snelheid, want... 

Als zekere geldsom moet worden verdeeld onder eenige per- 
sonen, is elks aandeel omgekeerd evenredig met het aantal 
personen , want .. 

S 6. Heeft men te maken met gevallen, ontleend aan de 
meetkunde, de werktuigkunde, de natuurkunde, enz. dan is 
de evenredige afhankelijkheid meestal volkomen waar. Geldt 
het echter gevallen, ontleend aan het dageliĳjksch leven, dan 
neemt men slechts aan dat de grootheden evenredig 
afhankelijk zijn. Niet zelden is dit zeer twijfelachtig : voor 
een anker wijn bijv. betaalt men niet 45 maal de prijs van 
één flesch, enz. 

SRT In S 2 zagen wij dat de verhouding van twee groot= 
heden A en B dezelfde is als de verhouding der getallen, die 
men verkrijgt door A en B met een zekere maat te meten. 
Spreken wij nu in het vervolg van grootheden, dan denken 
wij deze meestal uitgedrukt in getallen; de letters A, B 
enz. duiden alsdan niet de grootheden zelve aan, doch de ge- 
tallen, die de uitkomst der meting met zekere maat voorstellen. 

S 8. Is de grootheid P recht evenredig met de grootheid A, 
dan wordt als A 7» maal zoo klein wordt, ook P „ maal zoo 
klein. Stellen P'’ en A’ twee nieuwe An der grootheden 


voor, dan is dus: A:A' =S 
Penn 
waaruit volet: P PEAR SA 


zoodat, als twee grootheden recht evenredig zijn, de verhou- 
ding van twee waarden der eene grootheid gelijk is aan de 
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verhouding der overeenkomstige waarden der andere grootheid, 
Omgekeerd geeft elke evenredigheid van de 
gedaante P:P —=A:A’ te kennen dat de groot- 
heid Prechtevenredig is met de grootheid A, 
De lezer oefene zich in het opschrijven van de evenredig- 
heden, waartoe de voorbeelden in $ 5 en andere aanleiding geven. 
S 9, Het voorgaande levert ons een middel om sommige 
_ vraagstukken op te lossen, waarin grootheden voorkomen, 
die recht evenredig zijn. 
Vraagstuk. Als men voor 4 KG, koffie f 6,50 betaalt, 
wat is dan de prijs van 7 KG.? 
Oplossing. 
Alvorens tot de oplossing over te gaan, doet men goed het 
Rssrde overzicht op te schrijven : 
Hoeveelheid. Prijs. 
BKG 6,50 Gld. 
ds È > 
De prijs eener koopwaar — en hiernaar wordt gevraagd —_ 
is recht evenredig met hare hoeveelheid. Noemen wij den ge- 
eagen prijs « gulden, dan is dus: 


EE) 
4 = 45 
tl le 


De gevraagde prijs is dus f 11,25. 

OPMERKING. Het gebruik van een evenredigheid is niet 
noodzakelijk voor de oplossing van een dergelijk vraagstuk. 
Men kan ook aldus te werk gaan: 

4 KG. kost 6,50 gld. 
BERG, ze gld. 


EKC, 700 ga == f 11,25. 





Wordt een vraagstuk op deze wijze opgelost, dan zegt men, 


_1) Deze evenredigheid schrijft men ook wel in den vorm: 
lr 
overeenkomstig den vroegeren „regel van drieën”. De opmerkzame 
lezer zal echter inzien, dat dit uit een logisch oogpunt geen aanbe- 
veling verdient (zie ook de volgende paragrafen). 
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dat de methode van herleiding tot de eenheid.wordt 
toegepast (zie ook $ 11 en 14). 

S 10, Eigenschap. Als een grootheid omgekeerd evenredig 
is met een andere, is zij recht evenredig met het omgekeerde 
dier andere. 

Is bijv. de grootheid P omgekeerd evenredig met de groot- 
heid A, dan wordt, als A „ maal zoo groot wordt, P „ maal 
zoo klein. Stellen P' en A’ twee nieuwe waarden der groot- 
heden voor, dan is dus: 


AREA ON 
Beest 
waaruit volgt: PDA RA 
AA ——— 
hatin 
E:E So: 


waarmede volgens $ 8 de eigenschap bewezen is. | 

Omgekeerd geeft elke evenredigheid van de 
gedaante PP 5 te kennen, dat de groot- 
heid Pomgekeerdevenredig is met de groote 
heid A. 


De lezer oefene zich in het opschrijven van de evenredig- 
heden, waartoe de voorbeelden in $ 5 en andere aanleiding 


geven. 

Opmerking. Blijkbaar stelt deze eigenschap ons in staat om 
elke omgekeerd evenredige afhankelijkheid te veranderen 
in een recht evenredige afhankelijkheid. 

S 11. De voorgaande eigenschap kan ons dienen om som- 
mige vraagstukken op te lossen , waarin grootheden voorko- 
men, die omgekeerd evenredig zijn. 

Vraagstuk. Als 16 werklieden een werk afmaken-in 15 
dagen, hoeveel tijd zullen dan 25 werklieden noodig hebben ? 


Oplossing. 
Aantal werkl. Tijd, 
16 werkl. 15 dagen. 
Zo ? h 


De tijd, waarin een werk kan worden afgemaakt — en hier- 
naar wordt gevraagd — is omgekeerd evenredig met het aan- 
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tal werklieden. Noemen wij den gevraagden tijd wv dagen, 


n rent 
dan is dus: bir = 16° 35 
15: ==25 16 

25 # = 240 

st 


De gevraagde tijd is dus 92 “dag. 
OPMERKING. Zonder van een evenredigheid gebruik te maÉ« 
ken, kan men dit vraagstuk ook aldus oplossen : 


16 werkl. hebben voor zeker werk noodig 15 dagen 
1 „ heeft „ hetzelfde „ 5 KOOG 
16 x 15 
25.- „ hebben „ ) & 5 TR n= 
92 dag. 


S 12. In het voorgaande is slechts de betrekking van af- 
hankelijkheid tot ééne grootheid beschouwd. Nu kàn een groot- 
heid van slechts ééne andere afhangen, bijv. de omtrek eens 
cirkels hangt alleen af van den straal, doch in de meeste ge- 
vallen hangt een grootheid van meer dan één andere af: de 
prijs eener koopwaar bijv. hangt niet alleen af van hare hoe- 
veelheid, doch ook van den prijs per eenheid. Bij de vermel- 
ding der voorbeelden in S 5 is dan ook stilzwijgend onder- 
steld, dat de andere grootheden, die van invloed mòchten zijn, 
onveranderd -bleven,. Wij gaan dus nu over tot de be- 
schouwing van de betrekking van afhankelijkheid tot twee of 
meer grootheden. | 

Bepaling. Men noemt een grootheid samengesteld 
evenredig met eenige andere grootheden, als zij evenredig 
is met elk dier grootheden (hetzij recht, hetzij omgekeerd) !). 

VOORBEELDEN. 

De intrest, dien een kapitaal opbrengt, is samengesteld even- 


1) Deze bepaling is niet volkomen juist, zooals de heer Knapper 
terecht heeft opgemerkt. De omtrek van een regelmatigen veelhoek 
bijv. is recht evenredig met den straal des omgeschreven cirkels, 
doch ook met den straal des ingeschreven cirkels: toch is hij niet 
samengesteld evenredig met beide stralen. Dit is een gevolg daar- 
van dat de beide stralen zelve van elkaar afhankelijk zijn. Met het 
_ oog op het onderwijs komt het mij echter niet wenschelijk voor, om 
bovenstaande bepaling te wijzigen, d, i. minder eenvoudig te maken, 

De Vriend der Wiskunde, NV. 15 
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redig met het kapitaal, den tijd en het percent (met alle recht). 

Het aantal planken, dat noodig is om een vloer te beleg- 
gen, is samengesteld evenredig met hunne lengte en hunne 
breedte (met beide omgekeerd). 

De tijd, dien een voetganger noodig heeft, om een weg af 
te leggen, is samengesteld evenredig met de lengte van den 
weg en met zijn snelheid (met de eerste recht, met de tweede 
omgekeerd). 

S 13. Eigenschap. Als een grootheid SHE evenredig is 
met eenige andere grootheden, is zij recht evenredig met het 
product dier grootheden. 

Is bijv. de grootheid P recht evenredig met elk der groot- 
heden A, B en C, dan moeten wij bewijzen: 

Ps Be (AX BO) (An OEE 

Daartoe laten wij eerst A veranderen, terwijl B en C de- 
zelfde blijven. De nieuwe waarden P, en A An heeft 
men : PPA IAN 

Daarna laten wij B veranderen, terwijl A’ en C dezelfde 
blijven. De nieuwe waarden P, en B’ noemende, heeft men: 

PED 

Eindelijk laten wij C veranderen, terwijl A’ en B' dezelfde 

blijven. De nieuwe waarden P, en C' noemende, heeft men: 
DD 

Vermenigvuldigt men nu de overeenkomstige termen van 
deze 3 evenredigheden, dan verkrijgt men : 

BP Pis PrsDaebe id nee SNen 

PP, 
Pen An BA ADA 

of, P, vervangende door P': 
Pi P(A DBX OAD BE 

Omgekeerd geeft elke evenredigheid van de 
gedaante P:P=(AXBXC) :(A XB XC) te ken- 
nen, dat de grootheid P recht evenredig is 
met elk der grootheden A, ben C. 

GrvorLe. Is een grootheid P omgekeerd evenredig met elk 
der grootheden A, B en C, dan is zij volgens 8 10 recht 

Arkel 


’ 1 
evenredig met BE zoodat men heeft; 
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Bedel ( 1 1 4 ) 
EDER en EE 
Bis (iio) (area 
od Ag De 
of NTB XO TAKE KOT 
Is een grootheid P recht evenredig met de grootheden A en 
B, doch omgekeerd evenredig met de grootheden C en D, 


dan heeft men: 
1 1 


P:P'= (AXBx5 X a): ( (AXB X or X pr 
Beer D ee Ac B: 
OD xD 

Wij zijn dus in staatomelke samengesteld evenredige 
afhankelijkheid in een evenredigheid uit te drukken. Men 
houde hierbij slechts in het oog, dat de grootheden, waarmede 
P recht evenredig is, geplaatst worden in den teller, en 
de grootheden, waarmede P omgekeerd evenredig is, in 
den noemer der breuken, die in de evenredigheid voorkomen. 

De lezer oefene zich in het opschrijven van de evenredig- 
heden, waartoe de voorbeelden in $ 12 en andere aanleiding 
geven. 

S 14, De voorgaande beschouwingen kunnen ons weder die« 
nen, om vraagstukken op te lossen, waarin een grootheid 
voorkomt , die samengesteld evenredig is met eenige andere, 

Vraagstuk. Drie werklieden hebben 5 uur noodig om 12 
meters van zeker werk af te maken. Hoeveel meters van het- 
zelfde werk verrichten dan 16 werklieden in 9 uur? 


Oplossing. 
Aantal werkl. Tijd. Hoeveelh. werk. 
3 werkl. 5 uur, 12 M, 
16 ws Jr Lars 
De hoeveelheid werk, die door eenige werklieden verricht 
wordt — en hiernaar wordt gevraagd — is recht evenredig 


met het aantal werklieden en met den tĳd , dien zij werken. 
Noemt men de gevraagde hoeveelheid werk x meter, dan is dus; 
12: 2=(3 X 5) :(16.X 9) 
(3X5)z==12Xx16 XI 
12 Xx 16 X 9 


in Tia Beb == = 1154 
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De gevraagde hoeveelheid werk bedraagt dus 1154 meter. 

OrPmerkKinG. Evenals bij de vorige vraagstukken kan men 
hier weder het gebruik van evenredigheden vermijden. De op- 
lossing wordt dan echter eenigszins omslachtig , zooals blijkt 
uit het volgende 


3 werkl. verrichten in 5 uur 12 meter 
Ep 

” » ” 5 ” Eri ” 

12 

1 ” n ” 1 ” Det ” 

16 el 
16 ” ” ” l ” BR ” 

9-1 beete 





Tonen 5 Sm = 1151 M. 


Vraagstuk. Een boek bevat 12 vel druks, als op elke blad-_ 
zijde 35 regels en op elke regel gemiddeld 54 letters komen 
te staan. Hoe groot zal het worden, als men het aantal regels 
op 30, en het aantal letters per regel op 42 vermindert ? 


Oplossing. 
12 vel. 35 regels. 54 letters. 
? BO 10 
Als een boek gedrukt wordt, is het aantal vellen, dat het 
groot wordt — en hiernaar wordt gevraagd — omgekeerd even- 
redig met het aantal regels per bladzijde en met het aantal 
letters per regel. Noemt men het gevraagde aantal zv, dan is dus: 
12 e — Ls . L 
PT 85X54 30 X42 
12: = (30 X 42): (35 x 54) 
(30 Xx 42) rz = 12 X 35 X 54 
12 X 35 X 54 
ee, 30E hie 
Het boek zal dus 18 vel groot worden. 


” 


Vraagstuk. Een gracht van 1600 M. lengte, 4. M. breedte 
en 3 M. diepte wordt door 60 man in 25 dagen gegraven. 
Hoe lang zal de gracht zijn, die 6 M. breed en 3,2 M. diep 
worden, als daaraan 72 man gedurende 30 dagen werken ? 


229 
Oplossing. 
Lengte. Breedte. Diepte. Aantal arb. Tijd. 
1600 M. 4 M. 3 M. 60 man. 25 dagen. 
? “ GN. ED Zen TA DON 


Als een gracht gegraven wordt, is hare lengte — en hier- 
naar wordt gevraagd — recht omt met het aantal arbei- 
ders en den tijd, dien zij werken, doch omgekeerd evenredig 
met de breedte en diepte der gracht. Noemen wij de gevraagde 
lengte x M., dan is dus: 

60xX25 72 X30 
ROOOrL — TAN EEE 
1600 : # = (60 x 25 Xx 6 x 3,2): (72 Xx 30 Xx 4 Xx 3) 
1600 x 72 Xx 30 Xx 4 Xx 3 
BEGON ER 

De gevraagde lengte is dus 1440 M. 

OPMeRrKinG. Bij de oplossing van vraagstukken als de voor- 
gaande doet men goed de vermenigvuldigingen en deelingen 
niet dadelijk uit te voeren , maar hiermede te wachten tot men 
de uitkomst in den vorm eener breuk heeft verkregen. Teller 
en noemer dezer breuk kunnen dan veelal door gemeene fac- 
toren gedeeld worden. 

S 15. In een vorige paragraaf merkten wij op dat de 
grootheden niet altijd op eenvoudige wijze van elkaar af han- 
gen. Dit kan nader blijken uit de volgende voorbeelden , 
ontleend aan de- meetkunde en de natuurkunde, 

De weg, door een vallend lichaam doorloopen, is recht 
evenredig met het vierkant van den valtijd. Dit beteekent 
dat, als de valtijd » maal zoo groot wordt, de valhoogte »? 
maal zoo groot wordt, zoodat men heeft: 

ER homp sn 

De aantrekkingskracht van twee lichamen is omgekeerd even- 
redig met het vierkant van hunnen afstand. Dit beteekent 
dus, dat als de afstand » maal zoo groot wordt, de aantrek- 








‘kingskracht „? maal zoo klein wordt, zoodat men heeft: 


thc 
D> . da 

De inhoud van een bol is recht evenredig met de derde 
macht van den straal Dit beteekent dat, als de straal „ maal 


GN 
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zoo groot wordt, de inhoud #?% maal zoo groot wordt, zoodat 
men heeft : Ist == RSE 

De tijd, waarin een slinger een slingering volbrengt, is 
recht evenredig met den vierkantswortel uit de slingerlengte. 
Dit beteekent dat, als de slingerlengte » maal zoo groot wordt, 
de slingertijd yv’ maal zoo groot wordt, zoodat men heeft: 

k Tt MR: 

De toepassing van de voorafgaande theorie op dergelijke 
minder eenvoudige gevallen zal echter den lezer geen zwarig- 
heden bieden, !) 

Winterswijk, Mei 1890. W. EF. KopPPESCHaaRr JR. 


Een meetkundig vraagstuk. 

Als men in een A uit een hoekpunt door het midden van 
een mediaan uit een ander hoekpunt getrokken, eene rechte 
trekt, dan verdeelt deze de overstaande zijde in reden van 1 : 2. 

Bewijs. 
“ Onderst. AD = CD en 
BE = ED. 

Gesteld. BE: CES 

Bewijs. Trek DG // BC, dan 
js, daar AD SCD DO 
ACF; maar A EDG 2 A 
8 EBF (DE S= BERG 
md / EBF, / GED =/ BEF) 
| dus DG = BF. Bijgevolg is 





BE. == 4 CESOR BE OE SR 20 
Tweede bewijs. 

Trek DH // AF, dan is in A BDH: BF = FH (want BE = 
DE) en in A ACF: FH=HC (want AD == CD), derhalve 
BE SEH HO SoteB Ene, B. W. Monpr, 

In De Vriend der Wiskunde I no. 6 treffen we nog een 
derde bewijs dezer eigenschap aan. | 

t) Geschikte opgaven, betrekking hebbende op evenredige afhan- 
hankelijkheid van grootheden, vindt men in: 

T. Greipanus, Rekenvoorstellen voor theorie en practijk. 

G. Krarrer Kz., De berekeningen in de practijk. 

J. VersLuys, Rekenkundige oefeningen en vraagstukken IL. 

L. vaN ZANTEN JzN,, Verzameling van rekenkundige opgaven IL. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 541—560. 


541. Twee cirkels met gelijke stralen beschreven snijden elkaar. 
Bereken de zijde van het vierkant in het gemeenschap- 
pelijke deel beschreven, wanneer de straal R en de af- 
stand der middelpunten —= a gegeven is. 


Oplossing. 


Zij ABCD het vier- 
kant in het gemeen- 
schappelijke deel der 
8 twee elkaar snijdende 
cirkels M en M’ be- 
B schreven, I zijn mid- 
B delpunt en zijne zijde 
= 2r. Trek MI en 
CI dan is MI = Jo, 

den WE ME 2, 
MC? = MI? + CI? + 2M[. IE 
of R2—= da? +22? Haren v=— jat {VBR — a? 
waaruit AB — 2x = 4 OOR — a? |. 

De negatieve wortel stelt de halve zijde voor van het vier- 
kant ABCD , waarvan de hoekpunten liggen op de omtrek- 
ken van het nietgemeenschappeliĳjke deel der twee cirkels, dus 


Kh ERE GEN 





542. Trek in A ABC de bissectrices AD, BE en CF, die 
elkaar in I snijden; neem op BC CH == AC, BG = AB 
en vereenig A met G en H. Zij K het snijpunt van 
AG met CF en L dat van AH met BE. Bewijs nu dat 
G, K‚, I, L, H op een cirkelomtrek liggen. J.M. Taren, 

Oplossing. 

Ml Vereenig G met I. We zul- 

8 len aantoonen, dat om vier- 

hoek GILH een cirkel kan 

worden beschreven, m. a. w. 

dat / IGH + / ILH —= 180°, 

Om vierh. CAIG kan een 
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cirkel beschreven worden, daar £ GAI=/ BAG —1/ A= 
d(LAHZO)-dA/ A=z=dLC=Z ICG. 

Daaruit volgt dat / IGD =/ DAC =L/A. 

Daar / BLH—=4/ B4/ BAL=1/BH{ZA—d(/ A 
+H-4B)} =t/ A, is nu bewezen, dat / IGH + / ILH = 
180%, m.a.w., dat L ligt op den cirkelomtrek, die door G, 
Ien H gaat. 

Evenzoo bewijzen we, dat K eveneens op den cirkelomtrek 
ligt, die door G, I en H gaat. 

Opmerking verdient nog, dat / IGH=/ IHG=44 A, 
zoodat ook IG == IH. J. M. Turn. 

Aanteekening. De straal.R van dien cirkelomtrek GKILH 
is gemakkelijk te berekenen. Daar HI == GI, bevat de lood- 
lijn IO, uit Top GH neergelaten, het middelpunt M. Ver- 
binden we dat met H, dan is, als we MH — R stellen, 

_R? = MO? + HO? —= (IO —R)? + 4 GH?. 
Nu is IO de straal des ingeschreven cirkels in A ABC en 
dus gelijk 7; GH = 2(s—a), zoodat nu 
R? = (r —R)? + (s —a)?, waaruit 
Rt (ea? 

ne 2r ' M. Srmons. 
— 548. Trek in A ABC de medianen AD, BE en CF. Maak 
LBAd=/ CAD, 4 ABe == Z CBEen/ BCf—=/ ACF, 
dan heeten Ad, Be en Cf de symmedianen van A ABC. 

Bewijs, dat deze door 1 punt gaan. H. Srersma. 
Oplossing. : 

Twee A A, die een hoek 
gelijk hebben, verhouden 
zich als de produkten der 
zijden om dien hoek. 

A ABd : 1 ABOE 
AB X Ad: AD XA 

A ABden A CAD heb- 
ben. 4 BAAS ZA 

Zoo is ook: / BAD = 
LCAd dus: 

A Ad: A ABD 
Ad:ABXAD. _ 
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AAdO:tAABC=SACXAd:AB XAD.... (2) 

Uit (1) en (2) volgt: A ABJ: A AdC —= AB? : AC? 

Maar deze AA hebben gelijke hoogten, dus verhouden ze 
zich als hunne bases. A AB: A 6 —= Bd: Cd, derhalve 

ab? 
Bd:dC =AB?: AC? (3) of Bi je a Cd= ET EEE 
ba? 

00 kan men ook aantoonen, dat Ce = az Tp, DO 
be? ch? ca? 
Dn an 

Gd Bf» be? ab _ca? 

Uit BSB FK hor ° BE ° EN 

van Cerva) dat de lijnen Ad, Be en Cf door 1 punt gaan. 
H. SreRsMA. 

Aanteekening. Uit (3) blijkt, dat een symmediaan de bij- 
behoorende zijde verdeelt in stukken, die zich verhouden als 
de vierkanten der aangrenzende zijden. 

Tweede oplossing. 

Verleng AD en Ad, tot ze den omgeschreven cirkel snijden 
in Hen G, danis A AGB A ACD, dus: AG: ACAB: AD, 
AG:b=e: m,, waarin AD = m, (mediaan uit A.) 

AG =S; ook is: A AGC A ABD. 

2 | 
OAD EBD. 
Je eG 
ng 
ab 
Ge aj 

Verder is be BG == bg HC, omdat beide dubbel zoo groot 
zijn als / BAd of / DAC, dus ook bg BH == bg CG; of koorde 
BH == koorde CG; koorde BG —= koorde CH. | 

Volgens het theorema van ProueMeus is nu in vierhoek ABGC 


AB Xx GO + AC X BG == BC x AG 
ab be Wa 00 
B EE omt 
en in vierhoek ABHC: AC x BH + AB x CH = AH X BG 


ab ac 
Re ee VAT 
a 2m, m0 2m, Et 2d 


= 1 volgt, (theorema 
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2 2. 
AH A ABd 








2m, 
ì A k en ee eN noren 
AH: AB HC: Bd, onm Cg ze : Bd, Bae DE 
ab? ; > 
dus Cd = a — 7 en verder als in ’t vorige. 


bate Ee Te + 2 
H. SreRsSMA. 


544. A ABC is rechthoekig in A. Bewijs nu, dat de me- 
diaan van B, de hoogtelijn van A en de loodlijn op AC 
in het voetpunt der symmediaan van B elkaar in | punt 
snijden. H. SrersMa. 


Oplossing. 


Zij AF de hoogtelijn uit A ; 
BD de mediaan uit B; en 
L ABE =/ DBC, danis BE 
de symmediaan; vereenigen w 2 
E met F‚ dan moet dus bewe- 

an zen worden, dat deze loodrecht 
staat op AC, dus // AB loopt; daartoe kunnen we aantoonen: 
AE: AD =BG:BD. Laten we uit D de hoogtelijn DH vallen, 
dan is DH—=JAF., Verder is A ABE A HBD, omdat ze 
1 scherpen hoek gelijk hebben; dus AE : DH —= AB : BH of 
AE: JAF -— AB: BH, waaruit volgt: AE Xx BH = JAF X AB. 
In A BDH loopt GF // DH, dus BG: BD = BF: BH. 
Uit de gelijkvormigheid van A ABF en A CBA volgt: 
AF:AC == BF: AB dus AF Xx AB = AC X BF, 
of L AF Xx AB =d AC XBF — AE Xx BH. 
derh. AE: 4 NE — BF: BH welke met 
BG: BD == BF: BH, een reden gemeen heeft, zoodat 
AE: JAC —=BG:BD of daar AD =4AC 
AE:AD = BG: BD, wat bewezen moest worden. 
H. SiersMa. 





„545, Uitbreiding van no. 483, bl. 67, aanteekening. 

Beschrijf op de zijden van een A ABC buitenwaarts 
kwadraten en verbind hunne naaste hoekpunten. Er 
ontstaan dan 3 AA CDE, BNS, AUT. Op DE, NS, 


_ PN ad p 
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TU zijn weder kwadraten geconstrueerd en de naaste 
hoekpunten verbonden. 
“ 1. Bewijs, dat PQND, OSTJ en HIUE trapezia zijn. 
2, Zoek de betrekking tusschen het oppervlak dier trapezia 
en dat van A ABC. 
3. Bereken de oppervlakte det geheele figuur. J.C. Eeen. 


Oplossing. 





In de aanteekening achter dit vraagstuk is gesproken over 
trapezia, doch om de uitvoerigheid aldaar niet uitgewerkt. 
Toch is het niet van belang ontbloot, die eens na te gaan, 
weshalve wij dit hier doen willen. 

Laat in nevenstaande figuur A ABC de oorspronkelijke A 
zijn; op ieder der zijden is een vierkant geteekend en de naaste 
hoekpunten verbonden , waardoor de AA EDC, BNS enz. de- 
zelfde zijn, als de overeenkomstige op blz. 66, Op ED en NS 
zijn weder kwadraten geteekend en de naaste hoekpunten F 
en Q verbonden ; waarna 

‚1e. aangetoond moet worden dat DFQN een trapezium is, 
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2e. de betrekking tusschen de oppervlakte van het trapezium 
en A ABC moet gezocht worden, en 

3e. de oppervlakte der geheele figuur kan berekend worden. 

le. Om tot het eerste bewijs te geraken, wordt DN ter 
wederzijde verlengd en uit F en: Q loodlijnen op de verlengden 
van DN nedergelaten. 

Verlengen wij nu ook CD en trekken wij de lood EK, 


dan vinden wij AFMD 2 A EDK 

omdat FD —=ED,/M==4 K —= 90° en L MDF —=/ EDK. 
Hieruit volgt MD=KD. 

en MEEK. 

Op dezelfde wijze wordt aangetoond A NRQ 2 A NGS 

waardoor NR=NG. 

en RQ == OS en (1) 


Trekken wij nu in den oorspronkelijken A de loodlijn AL, 
dan vinden wij omtrent de A A ECK en ACL: 
EC = AC, 4 ECK = / ACL als compl. van Z ACK, 
terwijl de AA bovendien rechthoekig zijn. Hieruit volgt: 
AECK 2 A ACL, 


waardoor EK ZAL. < nn 

en CK = Cl (6) 
Evenzoo bewijst men A GBS @ A ABL, 

waardoor GS =AL. oe (7) 

en GBZ=BL. … 


Uit (5) en (7) volgt EK = GS 
of in verband met (2) en (4) MT = RQ; 
de lijnen FQ en DN zijn evenwijdig, waardoor DFQN een tra- 
pezium is. Dat men op dezelfde wijze aantoont dat de beïde 
andere, nog niet geteekende figuren, ook trapezia zijn, is duidelijk. 

2e, Nu is de berekening van het oppervlak van het trap.: 
DFQN gemakkelijk, als men nagaat dat MR =—=FQ is. Voor- 
eerst is … DM = DK = DC + KC = BC + CL 

NR=—= NG = NB + GB = BC + BL 


DNA CB 
MR = FQ ==4 BC 


Hierdoor is oppervl. trap. DFQN = (DN + FQ) X AMF 
= (BC +4 BO) x 4 AL 
=5BOXLAL=5 A ABC. 
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Daar dit bewijs van elk der drie trapezia kan gegeven worden 
volgt de onderlinge gelijkheid der drie trapezia. 

3e. Hindelijk kan men ook nog de oppervlakte berekenen 
van de geheele figuur, wanneer zij voltooid is; deze bestaat 
uit 13 deelen, en wel, A ABC =I 
3 kwadraten op de zijden aib te? 
3 AA tusschen de kwadraten == 31 (volgens stell. in no.483) 
3 kwadr, op de bases der AA =DE? + NS? + TU? 
3 trap. tusschen deze kwadr. —=15L 


Som =19I+a? + b2 +2 + DE? 4 NS? + TU? 
DE =2CJ of DE? = 4 CJ? — 2a? +2? — c? (blz. 66) 





Evenzoo is NS? == 2e? + 22 — b° 
en TU? == 20° + 2e? — a? 
Na substit. dezer waarden verkrijgt men 
Som == 19I+H4(a? Hb? Je?). J. C, Eerr. 


546. Iemand neemt op 1 Januari 1883 eene hypotheek van 
f 20000. Hij moet daarvoor bij den aanvang van elk 
volgend jaar, te beginnen met 1 Januari 1884 eene vaste 
som terugbetalen, waardoor na 25 jaren de schuld met 
inbegrip van de rente afgelost is, Als hij evenwel na 
15 stortingen zijne dan nog overblijvende schuld in 1 
termijn wil aflossen, hoeveel moet hij dan nog betalen ? 
De rente wordt tegen 44 °/, berekend. 

_ (Eindex. H. B. Scholen, 1883.) 
Oplossing. 
Stelt men de vaste som z gld. zoo is de schuld in guldens 
1 Januari 1883 .... 20000 
1 „ 1884....20000 (1,045) —z 
1 „ 1885....20000(1,045\? — z (1,045) — z 
enl „ 1908.,..20000(1,045)?5 — z (1,045)? 4 — 
| v (1,045)23 —,.. enz... —# =0. 
Hieruit volgt 


104525 —1 id 
eos 1 — 20000 (1,045) 
25 
x= 900 00 


1,04525 — 1 
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log 1,045 = 0,0191163 
log 1,04525 == 0,4779075, 1,04525 — 3,0054861. 


ben 900 x 3,0054361 __ 


2,0054361 
log 900 == 2,9542425 
log 3,0054361 == 0,4779075 
3,4321500 


log 2,0054361 == 0,3022088 
log rx = 3,1299412 en # —= 1348,78. 
Na 15 stortingen is de persoon nog schuldig (1 Januari 1898) 
20000 (1,045) 15 — # (1,045) 14 — z (1,045) 13 — enz... — 4. 
Hij moet dus 1 Januari 1899 betalen: 
y = 20000 (1,045) 16 — z (1,045) 15 — we (1,045) 14 — enz... 
— x (1,045). 


15e 
y = 20000 (1,045) 16 — # x 1,045 plas : 


0,045 
log 1,045 — 0,0191163 
15 log 1,045 —= 0,2867445 1,04515 = 1,935283 





log 20000 = 4,3010300 log « = 3,1299412 
16 log 1,045 = 0,3058608 log 1,045 == 0,0191163 
log 20000 (1,045)! 6=— 4,6068908 log (1,045 15 —1)== 9,9709430—10 
20000 (1,045) 16 == 40447,42 3,1200005 
log 0,045 == 8,6532125—10 
4,4667880 
-_& (1,045) NE — 29294,68. 


1 Januari 1899 moet dus betaald worden 
40447,42 — 29294,63 —= 11152,79 gld. B. W. Monpr. 


547, Door een punt P, buiten 2 gegeven cirkels M en N ge- 
legen, eene lijn te trekken, waarvan door de cirkels 
gelijke koorden worden afgesneden, b. d, L. & V. 


Oplossing. 

Zij PA de gevraagde lijn, dan is AB —= CD. Deelt men de 
lijn MN in G- middendoor en laat men daaruit een loodlijn 
neer op BD, dan is ’t voetpunt V gelegen in ’t midden van AD. 

Van den rechth. A GPV is nu de schuine zijde GP bekend; 
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t punt V ligt dus in den cirkel, om deze lijn als middellijn 
beschreven. Bovendien heeft men VC = VB en VD = VA of: 
VORM DEE BVA 

t Punt V ligt dus in de machtlijn der beide gegeven cir= 
kels. Wij vinden alzoo de volgende constructie : 

Verbind ’t gegeven punt P met het midden G van MN en — 
beschrijf om die lijn een cirkel. 

Trek verder de machtlijn der beide cirkels es b.v. uit het 
midden S van de gemeenschappelijke raaklijn KL eene loodlijn 
op MN neer te laten, en eindelijk eene lijn door P en een 
der verkregen snijpunten V of V. In ’t algemeen zijn 2 
lijnen mogelijk. 

Zal de constructie mogelijk zijn, dan dient P genomen te 
worden binnen den hoek, die een paar gemeenschappelijke 
raaklijnen vormen. b. de Le & V. 

Tweede oplossing. 

Gegeven zijn: de cirkels M en N en ’t punt P er buiten. 

Onderstellen we het vraagstuk opgelost en zij PA de ge- 
vraagde lijn. Denken we cirkel M evenwijdig aan zich zelf 
verplaatst, zoo dat A met C, B met D samenvalt. Het punt 
M heeft dan den weg MM’ afgelegd, zóó dat MM'//PA. De 
lijn, die koorde CD rechthoekig middendoor deelt, bevat dan 
de punten N en M' en staat ook loodrecht op MM’, De meetk, 
plaats van ’t punt M' is dus een cirkelomtrek, die MN tot 
middellijn heeft, 
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Trekken we uit P de raaklijnen PF en PE aan de cirkels 
N en M, dan is PE? = PF? = PD X PC en dus PE = PF = 
eontstant; dan is ook PM’ =1r’{PE? 4 M/E?} standvastig, 
zoodat ook de cirkel uit P met PM’ tot straal beschreven de 
meetk, plaats is van M', Zoo dus R de straal van cirkel M 
en a de raaklijn PF is, dan heeft men de volgende constructie: 

Trek de centraal MN en beschrijf daarop als middellijn een 
eirkel G. Construeer een lijn p=’ (R? +4?) en trek met 
die lijn als straal uit P een cirkel. Het punt M, waarin de 
cirkels G en P elkaar raken of snijden, is het middelpunt van 
den hulpeirkel die met R als straal beschreven op cirkel N 
de punten C en D bepaalt, waardoor de lijn uit P getrokken 
moet worden. 

Opmerking : Naar gelang de cirkels P en G elkaar raken, 
snijden of raken noch snijden, zijn er één, twee of geen lijnen 
mogelijk. Is MN==25, dan is er één lijn voor PG =b + 
v.(R? + 4%), tweelijnen voor PG <b +-1v (R? + a?) en geen 
lijn voor PG) bv (R? + 4?). M. Srmons. 


548, Iemand wil zorgen, dat van 1 Januari 1878 tot en met 
1 Januari 1890 aan eene Vereeniging ieder jaar # 250 
wordt uitbetaald; hij stort te dien einde van 1 Jannari 
1853 af tot en met 1 Januari 1870 jaarlijks eene zelfde 
som. Hoeveel moet deze bedragen, als de interest tegen 
4 0/) berekend wordt ? 

(Eindex. H. B. Scholen, 1877.) 
Oplossing. 
Stelt men die som w# gld., zoo is de waarde van het ge- 
storte geld in guldens: 
1 Januari 1853 ....., 


1e ol Ame TODA A0 « (1,04) + w, 

1 Hont MELSBORE ER (1,04)? Je (1,04) Hz, 

Lapo MSR TOER a ‚04)17 H (1,04) 16 + enz, +2. 
1,0418 — 1 


gld. , zij groeit aan tot 1 Jan. 


| 1,0418 — 1 
1878 en bedraagt dan z DOE 
Van nu af gaat er elk jaar f 250 af, men heeft dus 





Deze waarde is zv 0 Er 





Xx 1,048, 
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KOA ND 1 
N 1 Gn 
1 Januari 1878 BOA Xx 1,048 — 250. 
ta 
B 1870 En X1,049 — 250 (1,04) — 250. 
en 1 Januari 1890: | | 
1,041 nt 20 12 11 
— 250 —=0. - 
1,0418 — 1 ROA Tse 
ed RO hg Kern 
r 0,0 Xx 1,04 250 0,04 
Tas 
ed 1 


LOE 1 * 1,042 
log 1,04 = 0,0170333 

13 log 1,04 —= 0,2214329..… „1,0413 = 1,6650716 
18 log 1,04 = 0,3065994,... 1,0418 — 2,0258131 
20 log 1,04 = 0,3406660.... _ 
0,6650716 1 
TN EREN SS EL 

log z = log 250 + log 0,66507 16 — (log 1,0258131 + 20 log 1,04) 


log 250 —= 2,3979400 log 1,0258131 = 0,0110682 
log 0,6650716 — 9,8228684—10 20 log 1,04 = 0,8406660 
2,2208084 0,3517342 

0,3517342 


| log # = 1,8690742 # = 73,97 gld. 
Jaarlijks moet dus 73,97 gld. gestort worden. 
| | B. W. Monpr, 
PRIJSOPGAVEN. 4. 
549. Een rechthoekigen A te construeeren, waarvan de om- 
trek en de inhoud gegeven is. W. 
Oplossing. 

Zij A ABC rechthoekig in A, de omtrek a en de inhoud b?, 
waarbij a en b gegeven lijnen zijn , zoo kan men vooreerst den 
straal 7 van den ingeschreven cirkel, die AB in D en AC in 
E raakt, construeeren, want men heeft 

rme, dusa:b=—=2b: rr. 

Vervolgens kan men de hypotenusa construeeren, want 
2BC = omtrek — (AE + AD), dus BO = da =r. 

De Vriend der Wiskunde, NV. 16 
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Eindelijk is de hoogtelijn AF op deze te vinden, want 
ABC x AF =inhoud=5? of 4BC:b==b: AE: 
Door middel van een halven cirkel op BCG en de hoogtelijn 
AF vindt men dan den gevraagden driehoek. 
(Zie ook: De Vriend der Wiskunde 1 no. 64 en V no. 513). 


550. Bewijs, dat eene pyramide regelmatig is, als haar grond - 
vlak een regelmatige veelhoek is, en 3 van hare op- 


staande ribben gelijk zijn. C. A. Crkor. 
(C. A. Crkor, Stereom. .Vrgst. no. Ke 
Bewijs. 


Laat uit den top de loodlijn neêr op het grondvlak; ver- 
bind het voetpunt dier loodlijn met de uiteinden der drie op- 
staande ribben, waarvan de gelijkheid gegeven is. Uit de con- 
gruentie der drie dus gevormde rechthoekige driehoeken volgt 
dat het voetpunt der loodlijn het middelpunt is van den cirkel 
die door drie hoekpunten van het grondvlak gaat, m. a. w. 
het middelpunt van het grondvlak; de pyramide is derhalve 
regelmatig. C. A. Crkor, 


— 551. Als a—b deelbaar is door p, zal ook a” — b”* deelbaar 


zijn door p. Bewijs dit. 
(J. VersLuxs, Deelbh, en Rep. br. $ 11, no. 9.) 
Oplossing. 

Als a, b en m geheele getallen zijn, is a” — bm, deelbaar 
door a — 5 volgens S 10 in bovengenoemd werkje. Daar p een 
deeler is van a — 6 is p ook deelbaar op een veelvoud van 
a — b, dat is op a” — U”. 

Tweede oplossing. 

a—b =p-voud, dus a == p-voud Jb en a” —= p-voud + 

b", derh. a”* — bh" —= p-voud. 
552. Hoeveel deelers zijn er gemeen aan de getallen 1800, 
1440 en 2520? 
(J. VersLuys, Deelbh, en Rep. br. $ 26, no, 1.) 
Oplossing. 

Het aantal gemeenschappelijke deelers der getallen 1880, 

1440 en 2520 is gelijk aan het aantal deelers van hun G. G D, 


„ 
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1800 == 23,32,52, 1440 =25,32,5 en 2520 =23,32.5.7 
GGD == 23 IAN DIT 360, 
Het aantal deelers van 360 is dus volgens 8 15 
' (B +1) (241) (1 F1) = 24. 
553. Wanneer in A ABC AD : DC == m : n en BE: EC = 
m-: n en door het snijpunt F' der lijnen AE en BD de lijn 
HG // AB wordt getrokken, vraagt men te bewijzen , dat 
HF —= FG is, en te berekenen in welke verhouding elk 
dezer lijnen staat tot AB. 
(Toel. ex. Kon. Mil. Acad. 1889). 
Oplossing. 
Uit AD : CD = BE: BC = m: volgt, 
A) 

Maar ook GH//AB; bijgevolg is: 
ALEA BEESD hoen (1) 
BADDE EG ED Keern (2) 

jg AF:AE—=BF:BD —AB:(AB- DE) (3) 
| Uit deze drie evenredigheden volgt: 





1°, dat FG = FH. 
2°, dat FH:AB =DE: (AB + DE) 
waaruit FH: AB = #: (m +- 27) 
en GH: AB = 2%: (m + 27). M. Srmonxs. 
Tweede oplossing. 
Trek de rechte CF, die AB snijdt in I, 
Omdat AE, BD en CI door één punt gaan is volgens het 
theorema van Cerva: AIX BE XxX CD = IB Xx EC x AD 
ABE CD AL m ens 


waaruit AI =IB, en, omdat HG // AB, ook HF — FG. 
Beschouw DB als transversaal in A AIO, dan is volgens het 
theorema van Merrevaüs: BA X FI x DC == BI Xx FC x AD 


ot ed 
EN AFG AD. HO 
waaruit ; FC: EI == 21: m 


FC :CI == 21: (2n 4 m) 
HF : AI == 2n: (2n J- m) 
HF:AB =n;(2n 4m) H. pe Groor, 
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554. Van een stomphoekigen driehoek ABC zijn de zijden AB 
= 17, BC == 21 en CA = 10c.M. Delijn, die uit het 
hoekpunt A door het middelpunt van den (geschreven 
cirkel des driehoeks wordt getrokken, snijdt den omge- 

__ schreven cirkel des driehoeks in D. 

Bereken de lengte van de lijn, die het punt D ver- 
bindt met het middelpunt van den ingeschreven cirkel. 
(Toel. ex. Kon. Mil. Acad. 1889). 

Oplossing. 

Men heeft: AI.DI==2Rr. (Zie: 

A. J. van Breen, Merkw, punten 

en lijnen van den vlakken driehoek, 


blz. 10.) 
abc 21-10 ERE 
E40 A 
O__ 84 
T=8 a —= 3d. 





Trek IE | BC, dan is AB = 
S—az=3, Alz=l Tr? AE? == dr85 en DIZ 2Rr: AI= 
11/85 — 16,1342. 
PRIJSOPGAVEN. B. 

555. In een A ABC trekt men de mediaan CD, de bissec- 
trices DE en DF der /Z ADC en BDC en de lijn EF. 
Bewijs, dat EF // AB. C. A. Crkor. 

Bewijs. 


Omdat DF in A BCD den hoek D mid- 

dendoor deelt hebben we: 
CE:EB == CD: DB 

Eveneens hebben we in A ACD: 
Á CE:EA = CD: AD. 

Nu is AD == DB, derhalve: CF: FB = CE: EA. 

Uit deze evenredigheid blijkt dat CF //ABis. C.A. Crkor. 

Aanteekening. Im De Vriend der Wiskunde II no. 289 is 
bewezen dat EF harmonisch middelevenredig is tusschen CD 
en AD. 


556. Te berekenen: B {— 10 — B (—10 — PB — 10) | 
(P. J. Bos, Lrb, d. Alg. ILL, bl. 29, no. 121) 
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Oplossing. 
e= 10 — B (—10 + B10)). 
Stel B/10 =p, log p =d == 0,33333, p = 2,1544 
OPB 10—pg (—10 4 2,1544) | = 
=| — 10 — B — 78456) =P (— EE 
Stel B 7,8456 = g 
log q = 1 Llog 7,8456 — 1 X 0,89463 — 0, 29821, q =1,9870 
Ee LO H1, 9870) = — B 8,0130 
— == B 8,0130 
log (— 2) = +log 8,0130 == 4 X 0,90380 = 0,30127 
— == 20011 en #=—=— 2,0011. W. 


597. De som, het verschil of het product van 2 geheele ge= 
tallen is deelbaar door 3. Bewijs dat. 
(J. VersLuys, deelbh. & Rep. br. $ 11, no. 8). 
Oplossing. 
Elk geheel getal is een 3-voud òf een 3-voud +1. 
Zijn de 2 geheele getallen 3-vouden, dan zijn de som, het 
verschil en het product deelbaar door 3. 
Is één der 2 getallen een 3-voud, dan is het product deel- 
baar door 3. 
Zijn de 2 geheele getallen 3-vouden +1 of 3-vouden — 1 
dan is hun verschil deelbaar door 3. 
Is het eene getal een 3-voud —-1 en het andere een 3-voud 
— 1 dan is hun som deelbaar door 3. 


Tweede oplossing. 

Daar een ondeelbaar getal, dat deelbaar is op een produkt, 
minstens op een der factoren deelbaar moet zijn, is ab alleen 
deelbaar door 3, als òf a òf b òf beide drievouden zijn, Zijn 
a en b geen drievouden, dan is volgens ’t theorema van FerMar: 
a? — 1, evenals 52 —1, deelbaar door 3. Dan moet ook 
(a? —1) — (b? —1)=a? —b? —=(a-—b)(a +b) een drievoud 
zijn. Volgens bovenstaande eigenschap is dus òf (a —b) òf 
aJ-b deelbaar door 3. ‚ M. Simons. 


558. Een herbergier koopt een partij jenever van 60 L. voor 
68 cent de Liter, terwijl het aleohol-gehalte 30 pet. be- 
draagt, en vermengt die met eene tweede partij , die hem 


® 
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op 94 eent de Liter komt en eene sterkte heeft van 40 pct. 
Zoo hij nu dit mengsel met water aanlengt tot het nog 
25 pet. aleohol bevat en dan voor f 1,015 de Liter ver- 
koopt, wint hij 75 pet. van zijn geld. Hoe groot was 
de tweede partij ? 

(Toel. ex. Kon. Mil. Acad. 1889, Rek). 


_ Oplossing. 


Jenever van 25°/, bevat 1 L. aleohol tegen 3 L. water. In 
60 L. jenever van 30°/, is 18 L. alcohol. Door vermenging en 
aanlenging wordt deze jenever 25°/, sterk. Al de alcohol 
blijft er in. De 60 L. wordt dus 72 L. De winst is 75 °/… 
Het mengsel komt den herbergier dus op # van f 1,015 = f 0,58 
den Liter. De 60 L. van 30°/, kosten hem 60 X f 0,68 == 
f 40,80. De 72 L., die hiervan gemaakt zijn, komen hem op 
12 xXf0,58 =f41,76. Dit is een verschil van 96 cent. Deze 
96 cent schijnbare winst verliest hij op de jenever van 40 °/ 
Had hij 100 L. van 40°/,, dan was hierin 40 L. aleohol. Ook 
deze jenever komt op 25°/. Tegenover 40 L. alcohol staat 
120 L. water, dus 160 L. mengsel. De hoeveelheid jenever 
van 40°/, verhoudt zich dus tot die van 25°/, als 5:8. 

5 L. van 40°/ komen hem op 5 X 94et.=f4,70. 8 L. 
van 25 °/, brengen hem op 8 X 58ct.=f4,64. Hier is dus 
een verlies van 6 et.‚ dat door de straks genoemde winst ge- 
dekt wordt. Tegenover die winst van 96 et. kan dus een ver- 
lies van 168 ct. staan. Dit verlies wordt geleden op 16 x 5 
L.==80L., dit is op de 2de partij. L. 


559. Van een driehoek ABC is de hoek A —= 60°, de om- 
liggende zijden zijn gelijk 5 en 8 c.M. Bereken de lengte 

van de lijn, die het hoekpunt A verbindt met het mid- 
__delpunt van den aangeschreven cirkel des driehoeks, die 


binnen hoek A gelegen is. 
(Toel. ex. Kon. Mil. Acad. 1889). 


Oplossing. 


Zij in A ABC AC=5, AB =8, M het middelpunt van 
den aangeschreven cirkel. Trek BD AC, dan is / ABD = 
30°, dus AD —=JAB=4 en CD = 1, zoodat BD = 1 48 en 


AN 
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BC = 7. Trek ME 1 AC, dan is AE =s== (abe) = 
10 en ME —= MA, dus in A AEM is AM? — ME? — 3 AM? 
00 derh. AM —2017/35511,547,.. 


560. A is aan B f 10000 schuldig, die hij over 1 jaar moet 
betalen. Hij doet de schuld af op eene andere wijze, 
nl: f 1000 terstond en vervolgens gedurende 6 jaren 
telkens eene gelijke som.: Hoe groot is die som, als de 
interest 4 ten honderd bedraagt. 

(Eindex. H. B. Scholen, 1880). 
Oplossing. 
Stelt men die som z gld. zoo moeten de contante waarden 
der beide betalingen gelijk zijn. 
10000 on E x 
1 er Oase: ende 
of # (1,045 + 1,044 + ,.. 1) = 10000 (1,04)? — 1000 (1,04)6 
1,046 — 1 p 
00E 1,045 (10000 — 1040) 
Ee 1,045 x 8960 x 0,04 _ 538,4 (1,04)5 
RE 1,046 — 1 rr O4 en 
log 1,04 ==0,0170333 





6 

log 1,046 — 0,1021998 1,046 —= 1,2653184 
__ 358,4 (1,045) 
7 0,2653184 
log 358,4 —= 2,5543680 
5 log 1,04 — 0,0851665 
2,6395345 

log 0,2653184 == 9,4237674 — 10 
log. # = 3,2157671 
HR lO4040: 
Er moet dus gedurende zes jaren betaald worden 1643,49 gld. 
B. W. Monpr. 


CORRESPONDENTIE. 
Blz. 206 bijvoegen: Z. V. S. CVIII—CXIII. 
W, Meijer! Schaf u aan: J. VersLuys, Beginselen der Nieuwere 
Meetk, 3e dr., Groningen, 1879, J. B. Wolters, f 0,60. 
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3 VRAAGSTUKKEN UIT DE XVIIe EEUW, 
waarvan de oplassingen gevraagd worden. 
De hoeken A, B en K zijn recht: 


Men vraagt naar DH, indien gege- 
ven is: ED =1v (1420 +17” 150528) 


DC = rv 152, 
CK =1/ 768, 
KB =Srd9e 


BA == 1 972 8. 
Antw. DH == 1452 + 8. 
W. GOUDAEN. 





Oplossing. 


Zij EG ==, dan is GK =FC == 972 8 
DG = 1 (ED? — EG?) == rv (1420 +1” 150528 — #°) 
DF = DG — FG == (1420 Jr 150528 — #2) — yv” 768 
CE? = CD? — DE? = 152 — DF? 
972 8 — 22 =152— fy (1420 Hv 150528 — «2 
768)? 
waaruit EG —=r = 16173 (De tweede waarde van z voldoet niet ) 
DG = 1 (1420 Jr 150528 — 768) = 1 (652 J-v 150528) 
—=8H14v3 
DH=DG GHB Ir 3 dr 192 =8H2 == 
yv 1452 8. 
Deze oplossing is ontleend aan Nrc. Perrr, Practieqve om 
te leeren rekenen , cypheren ende boeckhouden: met de reghel 
- eoss ende geometrie enz. Amsterdam. Corn. Claesz. 1605, 40. 
Met titelportr. W. A. W. Morr. 


Dent Van den vierh. ABCD in den cirkel 
beschreven, is AB =6, BC = 12, CD 
=9, DA =8 dm, De middellijn , die 
uit het hoekpunt D getrokken is, deelt 
BC in E in twee rationeele deelen, men 
vraagt naar de lengten van EB, EC, 
ED en EF? LupoLr vAN COLEN, 





Oplossing. 
Uit de bekende formules AC x BD == AB X CD + BC x AD 
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en AC: BD — (AB x AD + CD x BO): (AB x BC + AD x CD) 

volgt AC Xx BD —= 54 J- 96 —= 150 en AC:BD = (48 + 108): 

(1272) of AC:BD —=13:12, dus ook AC x BD: BD? = 
1800 


13:12 of 150:BD? =13:12, dus BD? = Te BD 
30 
326 | 

Trek DG | BC. In A BOD is BD? = CD? +4 BC? — 2BCXCG 
of ee —=81 + 144 — 24 CG, waaruit volgt CG —=3-68,. Nog 


is DE (CD? — CG) rr (81 — 13 rg) == 6740723 
3 . 
of DG = gr. 17. 19.28, 
Trek BFE, vereenig C met het middelpunt M op DF' en trek 
HM | BC. Uit de gelijkvormigheid der A A CGD en FDB volgt: 
DG: CD — BD: DF of ov 11.17.19. 28:9 =S 0 26: DE 


of yr 11.17.19.23:9 =801 26; DF, waaruit volgt: 


7201 26 8601/26 
DTT 02 ON Ti 10 28: 
Nog is CH—=1BC=6. Verder heeft men : 

360? . 26 
—_—— Aen 2) == EDR ee NER oma 
limites N= 
11881 654 


OV 19.28 VIl.17.19,23 
Omdat A DEG — A MEH is, heeft men 


DE : ME = DG : ME = or 1117, Ne 
of DE: ME in I1.17.19.23:654 — 81719: 22672, dus 
ook (DE — ME): (81719 — 22672) = DE: 81719 
of DM: 59047 = DE: 81719 
of hi :59047 = DE: 81719, waaruit volgt: 
DE — 360.81719 7” 26 _ 360 L/ 2124694 





59047 v/-11.17.19-. 23 ” 59047 


720 v 26 
en EE SDE — DBS ST 19 28 
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__ __860.817191-26 _____360.36315 1 26 
59047 yv 11.17.19.23 59047 v 11.17.19.23 
13095000 
OP EPS zoopagi7os VC 2124694, 
Nog is BEXCE=EF XDE of BE =# stellende, waar- 
door CE == 12 —& wordt, 
Den 360.360. 81719. 36375.26 _ 3602. 36375. 26 
59047. 59047, 11.17.19.23 T 59047? 
of 2 12e — — 122569200000 
3486548209 
125515735524 


Maar 36 S —aigg5aga0g ” dus 


2946535524 
3486548209 
54282 
… 59047 
4765 54282 


soor PCE bn 


v> — 12e J 36 = ‚ waaruit volgt 


gen DE dus 


BES 





GF = CA is in G normaal tot 
BD. Trekt men nu AF den cirkel- 
omtrek in I snijdende en daarna BI, 
die den diameter CH in K snijdt, 
dan vraagt men de lengte van BG, 
KB, KH en KI, indien gegeven is: 
BG =1 80 —4en GD =12—}/ 80. 

LuDoLr VAN COLEN. 





Oplossing. 

Uit BG = 1 80 — 4en GD = 12 — 1” 80 volgt BD = BG + 
GD =8 dus AB =AC=FG=4 en BO == vv (AB? + CA?) 
=v(16 16) =41r 2. 

Verder is AG = AD — DG =4— (12 80) =p 80 —8 
mm Ee 

AF =1v (AG? +FG?)=rv (144 — 641 5 J 16) of AF = 
Ay (10 —4v 5). 

Laten wij IP loodrecht op BD neder, dan is A AFG 
A AIP, dus AFsAIS EG :IBten AE AT SR 

Uit de le evenredigheid volgt: 
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Ay (10—41v 5): 4 =4: IP 
4 oH2rv5 
dus P= at 
IP=2rv10(5 +2 5); 
de 2e evenredigheid geeft 
AV (10 —4y 5):4=(4r 5-8): AP 
_ 4lrv 52) 
ee dus TO In 
of na herleiding AP=217 10(5—21 5) 
en BP—=AB HAP =4 421 10(5—21/ 5). 
Omdat A ABK » A PBI is, heeft men 
EST AB: BP of 
AK:21v 10(5 4-21 / 5)=z=4: BN io(b ee 
of AK:1/”10(5 +-27/5) =4:{10 41 10(5—2W5)|, dus 
AK = Ay 10(5 J-2v 5) SE Ar (B 42 5) 
104 10(5—2r 5) i0Fw 205) 
Ay (50 +205) —41/ 5 
10 — (5 — 2 ö) 
_ 4v10(5H2v 5) 45 
PENS IE == 
Ay 10(5 +21 5-45-8252 5) 8 
of AK =(4rv 5—8).1 2(5 421 5) J-4(2—1v 5) 
dus KH —=(4rv 5—8).1 2(5 4215) J-4(38 —v 5) = 
1,165672 .…… 
KB = rv (AK? + AB?) =p {804 — 1281 5 4(1287 5—288). 
V2(5 21/5) +16! of 
KB =4rv {20 —81 5 J- (85 —18)./2(5H21v 5) = 
ALOE 2. 
Nog vinden wij AB: AP = BK: KI 
of 45 21/10(5—2v/ 5)z=4ri20—-8r5d (8 5 — 18). 
V2(5 2 5)|: KI 
waaruit volgt KI= 40/1450 — 20017 5 J-(190p/ 5 — 425). 
W2bH2V 5) =1,172003.… 
KH xCK _ 
en 
er 6 AES ) rindt men ook Kl == 1,172000.. 


ZS, 


of 





Aanteekening. Uit KI == 
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INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden 


_— CXIV. In een halven cirkel wordt op de middellijn AB een 


loodlijn CD opgericht, die den omtrek snijdt in D. 
Op de deelen AC en BC van de middellijn worden 
„ halve cirkels beschreven, die binnen den gegeven hal- 
ven cirkel liggen. Beschrijft men nu 2 cirkels, die 
ieder den grooten halven cirkel, de loodlijn en een 
der kleine halve cirkels raken, dan zijn die 2 cirkels 
even groot. Bewijs dit. (Lemma van Archimedes). 
De Vriend der Wiskunde, I, no. 30. 
(J. VersLuys, Meth. en Mtk. A S I, no. 30). 
ma Constructie. 
Trek uit A 
deraaklijnAT 
aan den hal- 
ven cirkel op 
BC, uit zijn 
middelpunt Q 
en uit B door 
_T 2 rechten, 
die CD in J 
en I snijden 


en uit I// AB 
eene rechte 
IH, die QJ in H ac dan is H het middelpunt 
van een der gevraagde cirkels. Dat van den tweeden, 
wordt op dezelfde wijze bepaald. 

Is deze constructie juist? M. Sruons. 





Oplossing. 

Zij M het midden van AB en K het snijpunt van MH met 
den grooten halven cirkel. A IHT » A BQT, omdat ze ge- 
lijkhoekig zijn. Daar TQ = BQ, is dus ook HT =HI. Er 
moet dus nog bewezen worden, dat HI == HK. Stel daartoe 
BO SCO) Eten MAGER 

AT = VAC x AB = Vb (2a +5) 
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tn Se 
CS =AS—AC=— Er b= 
SB BOS Tp Ser 
ST = VAT? ASF — Ver 
Trek TS 1 AB. HI:BQ =IT:BT of HI:a —= CS: SB 
ab 


OE NER Brab 
ER 
atb 
Trek HO 1 AB. HO=ic= XE 


a En 
Za X ———= b(2 BEN AET BET 
at COEN raar he ED 
a(2a + b) Za db 
ab 
OM = AM — CO —AC=AM—IH—AC= 
Mid b ab Wp tab 
a 2 2ad-b Beek 2 (ae De 
Rd, UO 
ve EG: at5) 
2(2a 4 b) 2adb 
Aa? d2ab tb? 
Mar (atb) 
5e _ Zatb 44? J2abJb? 
ab : 
Bab is HK —= HI en 


is dus de constructie goed. W. VALKHOFF. 








En aangezien deze waarde = 


Tweede oplossing. 


We kunnen de constructie door de volgende berekening be- 
wijzen, waarbij we voor den straal van cirkel H dezelfde 
waarde vinden als in no. 30, 

Na de aangeduide constructie uitgevoerd te hebben, is 
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A ATQ rechth. evenals JCQ en daar ze / AQT gemeen - 
hebben en CQ = TQ is A ATQ 2 A JCQ dus AQ = JQ en AT 
= JC. Stellen we nu AC = ren QC =r’, MA =R (zie no. 30), 
dan is JQ=AQ=Z=?2r tr, HQ=Z=HT-TQ=r! dz en 
omdat A JIH me A JCQ IH: QC =JH:JQ 
vir =(2r—e): (Ar Hr!) 
arl 
rr fr (Rr) Ë 
tr ZE En EN TE als in no. 30. HSN 


Derde oplossing. 





Trekken we uit een willekeurig punt van AB eene raaklijn 
aan cirkel Q; de straal naar ’t raakpunt en de lijn uit B door 
dat raakpunt; snijde deze de lijn CD ergens in Z, dan zal het 
punt waar de lijn uit 4 // AB de verlengde straal snijdt steeds 
het middelpunt zijn van een cirkel, die den halven cirkel en 
de lijn CD raakt. We zullen dus nog moeten bewijzen, dat 
in het aangewezen geval, nl. als de raaklijn uit A getrokken 
wordt, de geconstrueerde cirkel tevens den grooten halven 
cirkel raakt. Trekken we daartoe eerst de raaklijn AT, den 
straal QT door, tot ze CD in J snijdt, vervolgens BT, die 
CD in- I ontmoet en IH // AB: 

Trekken we nu Al door, tot ze den kleinen cirkel snijdt 
in K, en verbinden we K met B, dan is AT? = AIX AK = 
AC xABdus liggen I, K‚, C en B op een cirkel, en is z IKB 
JZ ICB =180’of £ IKB = 90° en ligt K dus tevens op den 
halven cirkel M. Vereenig K met M dan is, als we ’t snij- 
punt van IH met KM H" noemen: A IKH ve A AKM en dus 
IH’ == KH’ dus valt H’ samen met H en is K raakpunt van 
cirkel H en M, H. SreRsMA. 


CXV. Men vraagt een vierhoek te construeeren , waarvan ge= 
geven zijn: de zijden BC en AD, de diagonaal AC, 
Z. BAD en / BOD. J. WALDECK. 


Van dit vraagstuk wordt eene oplossing alleen met behulp 
van vlakke meetkunde gevraagd. 
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EEN EN ANDER OVER VRAAGSTUK CXVL. 
CXVI. Door een punt van de lijn, die een hoek middendoor 
deelt, eene rechte lijn te trekken , waarvan het stuk, 
dat binnen den hoek ligt, een bepaalde lengte heeft. 
(J. VersLuys, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. $ 81, no. 4). 
M. Srmons. 

$ 1. In den derden jaargang van de „Vriend der Wis- 
kunde” vindt men op blz. 102 eene korte aanwijzing omtrent 
het navolgende vraagstuk : 

„Door een punt binnen of buiten een hoek eene rechte lijn 
„te trekken, zóo dat de afstand van de snijpunten dier lijn. 
„met de beenen eene gegeven lengte bezit.” 

Met een enkel woord werd door mij aangewezen, dat eene 
planimetrische oplossing van dit vraagstuk onmogelijk is. Het 
bijzonder geval, in vraagstuk CXVI bedoeld, geeft mij aan- 
leiding met een enkel woord hierop terug te komen. 

S 2. Vooreerst, waarom is eene planimetrische oplossing 
van de algemeene vraag onmogelijk ? Het antwoord op deze 
vraag geven wij in overeenstemming met de aanteekening bij 
vraagstuk 405 op blz. 113 van Perersen' : Methoden en Theo- 
rieën (vertaald door D. B. WrisseLIink). 

Tracht men de vraag op te lossen volgens de Methode der 
meetkundige plaatsen, zoo denke men zich het eene been BA 

Fig. 1. van Z ABC weg (fig. 1), Trekt 
men nu door het punt P lijnen 
PD,, PD, enz, waarvan een der 
uiteinden D,, D, enz. in BC ligt, 
zoo zullen de andere uiteinden 
bim ksenz (Dir Dibi 
enz.) eene meetkundige plaats op- 
leveren, waartoe ook het snijpunt 
van de gevraagde lijn met het 
been BA behoort. Die meetkun- 
en REE is eene kromme lijn, bekend onder den naam van 
conchoïde en daar het been BA een willekeurigen stand heeft 
met betrekking tot de conchoïde, kan het werkstuk niet wor- 
den opgelost door passer en liniaal. 

Eene aanwijzing omtrent vraagstuk CXVI[ geeft Porarsan 
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door de navolgende opmerking: „Voor bepaalde standen van 
„het punt (als het bijv. in de lijn ligt, die den hoek midden- 
„door deelt) kan de lijn zulk een bijzonderen stand ten op- 
„zichte der conchoïde krijgen, dat het werkstuk is op te lossen.” 

S 3. Ook op andere wijze kan men aantoonen, dat het 
vraagstuk niet eenvoudig is op te lossen. De lijn DPE (fig. 2) 
is bijv. bepaald als men het stuk BE weet, 

Zij BE = zx. Trek PH//BC, 
PIj/AB, EK en PL _L BC. zi 
DE So BHE PI =c,PL =d 
en EK =g. 

Nu is HP:HE = BD:BE of 
b:(z—c)=BD:zen BD = lie 5 

EC 
Verder is EK:PL —= BE: PI 


of EK:d=r: cen EK == 


In A BEK is: BK =v (1? —y?) en in A DEK is: DK = 
V(a’ —y?) of daar BD —= BK + DK, 
ze 
an 13 


ba y(t) tv (ars 


Fig. 2. 

















ee 
In deze vergelijking is alleen # onbekend. 
Bij herleiding vindt men ; 








ba T 1 | 
zE gt E 2e 
a WW (c der RR d2x?) 
b 
er (et dt) = (ate? — d2a?) 
bach 2bex? 
of a?c? — tzt” (crd?) — 5 AG —d?). 


Hieruit volgt na vermenigvuldiging met (w Ze en na ver- 
Ee EEn 
(202 Hv (2 —d2)) 22 H (C° — ate +} Sn 
Ve? —d?)) a? + 2aetr — a? =0. 0) 
Men komt dus tot eene vierdemachtsvergelijking, die zor: 
stens vier bestaanbare wortels kan hebben. Hoogstens voldoen 
er dus vier lijnen aan de vraag. De lezer vindt dit o.a. afge- 
beeld in fig. 4, voor het bijzonder geval, dat P in de lijn 
BB ligt, die / ABC middendoor deelt. Niet altijd zijn echter 
al de wortels der vergelijking bestaanbaar (vgl. fig. 5). 
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S 4. Het vraagstuk CXVI wordt door VersLvys opgeno- 
men onder de toepassingen van „De Methode der omkeering”, 
hoewel het, zooals uit $ 87 van zijn bekend boek „Over Metho- 
den bij het oplossen van Meetkundige Vraagstukken” blijkt, 
slechts volledig kan worden opgelost door verbinding van ver- 
schillende methoden. 

De aanwijzing van 8 87 volgende komt men tot de navol- 
gende oplossing van werkstuk CX VI. 

le. Men passe de Methode der omkeering toe, door de lig- 
ling van de gevraagde rechte lijn, als bekend aan te nemen. 
_Om nu de ligging van den hoek ten opzichte van die rechte 
lijn te bepalen, moeten wij een driehoek econstrueeren, waar- 
van gegeven zijn: grondlijn , tophoek en topbissectrix. 

2e. Dit vraagstuk kan opgelost worden door toepassing van 
de Algebra op de Meetkunde en door de Methode van de Meet- 
kundige plaatsen. Is die driehoek geconstrueerd , zoo wijzen 
zijn opstaande zijden aan, welke stukken de gevraagde lijn 
moet afsnijden van de beenen van den gegeven hoek. 

3e. Men driehoek. te construeeren als gegeven zijn : grond- 
lijn, tophoek en topbissectrix. 

Oplossing. 

De oplossing van dit vraagstuk vindt 
men in S 86 van VersLuys: Methoden. 
Is DE de gegeven lijn (grondliĳjn), zoo 
moet het toppunt van den te constru- 
eeren driehoek liggen in het op DE be- 
schreven cirkelsegment, dat een hoek B 
bevat. De ligging van het toppunt B 
(fig. 3) bepaalt men als volgt: de lijn 
BP == p bekend zijnde, verlengt men tot 
‚zij in F den cirkelboog ontmoet (bg. DF == bg. EF). Nu is 
BE —PF =p... (1)endaar ADBF» A DPF (/ BFD = 
ZL DFP, / DBF —/ PDF = 4 bg. FE) : BE: DF = DF: PF (2). 

Uit verg (2) volgt, als men DF =g stelt,, 

BE x PF =q? of (p + PE) PF = q?, dus 


PE pPP—gt=OnPr=EtrlE 4e). 


(het minteeken vervalt natuurlijk). PF bekend zijnde, weet men 
De Vriend der Wiskunde, NV, | 17 


Fig. 3. 
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P en bijgevolg het toppunt B of den gezochten driehoek BDE. 

S 5. Men heeft voor vraagstuk CXVI dus de navolgende 
oplossing : 

Gevraagd : Door een punt P van delijn, die / ABC midden- 
doordeelt eene lijn DPE te trekken, zoodat DE =— eene gegeven 
lijn a is (fg. 4 blz. 259). 

Constructie. 

le. Maak eene lijn DE =a (fs. 3) 5 

2e. Beschrijf op DE een cirkelsegment , dat een hoek = / 
ABC (fig. 4) bevat ; 

3e. Bepaal het midden F van boog DE en trek DF'; 


d p p* 

4e, Construeer eene lijn r == — Dn J-1 (5 Jg? )e als p 
—= BP in fig. 1rigten gang nn 

5e. Beschrijf uit F met r als straal een cirkelboog, die de 
lijn DE in P (of P') snijdt; 

6e. Trek FP (en FP’) en verleng deze lijnen tot zij den 
cirkelboog in B (en B') snijden ; 

Ze. Trek BD (en BD) en BE (en BE). 

8e. Zet eindelijk deze lijnen van uit B in fig. 4 op de beenen. 
van Z ABC af, zoo zijn DPE (en D'PE') de gevraagde lijnen. 
__ Bewijs. Dit volgt uit 8 4. 

Discussie. Voor de mogelijkheid der Constructie is noodig 


d 
_S tree) >» FG of = FG. 


2 2 
tr (ad) 
q° Z FG? + px FG. 
DG? + FG? Z FG? + p FG 
Ì 2 
bijgevolg DG? > p FG dus FG <(5 a) . 


2 
dels OG (5e ) : p, zoo vindt men twee lijnen, die aan 


de vraag voldo®n. Deze lijnen DPE en D'PE' liggen binnen 
Z ABC (fig. 4). 

Vat men het vraagstuk algemeen op, zoo vindt men nog 
twee linen D'PE’ en D”PE”. Im fig. 4 zijn de vier lijnen 
getrokken, alsmede de beide takken, waaruit de conchoide be- 


Fig. 4. 





staat. De loodlijn uit P op BC neergelaten is eene lijn van 
symmetrie, BC is een asymptoot voor beide takken. In ver- 
band met de constructie in S5 volgt gemakkelijk, dat BD = 
BE,BD' = BE, BD’ —= BE" en BE’ = BD”. Dit is alleen het Ea 
val mut P ligt op de lijn, die / ABC halveert. 

De lijnen D'E” en D'E" kan men geheel overeenkomstig DE 
en D'E bepalen, door op te merken, dat men van de drie- 
hoeken BD'E’ en BDE" weet: Ed tophoek en de lijn, 
die ’t supplement van den tophoek middendoordeelt (gemeten 
tot aan de grondlijn). 

b. Is FG =(t4)?:p zoo vindt men in $4 slechts eén drie- 
hoek nl. een gelijkbeenigen driehoek. De stukken BD en BE 
zijn dan gelijk, binnen / ABC vindt men dan ééne lijn, die 
met AB en BC gelijke hoeken maakt, De lijnen DE en D'E 
in fig. 4 vallen dan samen , de eonchoide raakt dus de lijn AB. 
De lijnen D'E' en D'R” in fig. 4 voldoen dan ook aan de 
vraag. In het geheel vindt men dus drie lijnen, 

c. Is FG > (ka)? :p zoo vindt men in $ 4 geen driehoek. 
Binnen / ABC is dan geen lijn DPE te trekken, zóo dat 
DE =a is. Het deel PEEP van de conchoïde ligt dan ge- 
heel binnen / ABC. Men vindt nu alleen de lijnen, overeen= 
komende met D'E’ en DE’ in fig. 4. 

Uit het bovenstaande volgt nog deze stelling : 

Onder alle lijnen, die men uit een punt van de lijn, die 
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een hoek middendoor deelt, kan trekken tusschen de beenen 
van den hoek is de lijn, die gelijke hoeken maakt met de 
beide beenen , de kleinste. 

S 6. Opmerking. De conchoïde is eene kromme lijn van 
den vierden graad; zij bestaat uit twee oneindig voortloopende _ 
takken, die dezelfde asymptoot hebben, Zij heeft niet altijd 
de gedaante van fig. 4; dit- blijkt uit fig. 5, waar P zoo ge- 





kozen is, dat de lengte a van DE kleiner is dan de loodlijn 
uit P op BC neêrgelaten. Deze figuur kan tevens ter verdui- 
delijking van het slot van $ 3 dienen. 

De constructie van de conchoïde is eenvoudig: uit. P. (fig. 4 
en 5) zijn sniĳlijnen naar BC getrokken. Van de snijpunten 
dier lijnen met BQ is telkens de afstand a aan beide zijden 
op die lijnen afgezet. Zoo verkrijgt men een aantal punten 
die, door eene vloeiende kromme lijn vereenigd , de eonchoïde 
vormen. Daar AB miet evenwijdig loopt aan BC, heeft elk 
van de takken der conchoïde minstens één punt met AB ge- 
meen. Er voldoen dus aan het vraagstuk minstens twee lijnen ; 
verg. (1) van 8 3 moet dus minstens twee bestaanbare wor- 
tels hebben (fig. 5). 

De conchoïde was reeds in de tweede eeuw vóor Christus 
bekend aan den Griekschen wijsgeer Nikomepes. Newton ge- 
bruikte die lijn ter meetkundige oplossing van vergelijkingen 
van den derden en vierden graad, 


Zierikzee, Juli 1890. B. W. Monpr, 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" December 1890 franco 


581. 


582. 


583. 


584. 


585, 


586. 


587. 


588, 


589. 


bij den Redacteur A. J. vaN BREEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


Van eene driezijdige piramide worden de zijvlakken ver- 
lengd. In hoeveel deelen wordt daardoor ds ruimte ver- 
deeld? Welke zijn deze deelen ? 
Twee lijnen kruisen elkander; uit de punten van de eene 
lijn laat men loodlijnen neer op de andere; bepaal de 
meetkundige plaats van de midden dier loodlijnen. 

C. A; Cikor, 
In eene lijn AB een punt P te bepalen, waaruit aan twee 
cirkels M en N raaklijnen te trekken zijn, welke met AB 
gelijke hoeken maken. 
Als men door een punt P binnen een A ABC uit de drie 
hoekpunten lijnen trekt, welke de overstaande zijden in 
A’, B en C/ B dan is 
PA’ PB’ 
AA 55 BB Foo Te = Ei 


a? c? 2e 
Als men heeft a 7 = (5 — 157 


ae e\? ar dc? He? 
heeft men ook (GEE == ER 
Te berekenen: P/{(a +6) (a — c) : (a? — b°)? | als 
a=1,4312; b=2,5679 en c= 3,4794 18. 
(P. J. Bos, Lrb. d. Alg. III, bl.-29, no. 123) 
Welke waarde moet « hobben, PEI 3u? J- 6u J- 16 
een kwadraat zij ? Eeer. 


Bewijs dat. 





PRIJSOPGAVEN. 

In een gegeven driehoek een paralellogram van gegeven 
inhoud p? te construeeren dat met den driehoek een hoek - 
gemeen heeft, terwijl het hoekpunt van het parallelogram 
over den gemeenschappelijken hoek, gelegen is in de zijde 
van den driehoek over dienzelfden. hoek, 

De gegeven driehoek heeft h tot hoogte en a tot basis, 
(Toel. ex. Kon. Mil, Acad. 1890.) 
In een cirkel is een regelmatige tienhoek beschreven en 


590, 


591. 


592. 


598. 


594. 


595. 


596. 


597. 
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daarin een diagonaal getrokken die een boog van 108° 
onderspant. Men vraagt den inhoud te berekenen van het 
kleinste cirkelsegment dat door de diagonaal van den cirkel 
wordt afgesneden. De straal van den cirkel == 2 gegeven. 
(Toel. ex. Kon. Mil. Acad. 1890.) 
Bereken de waarden van x en y uit: 

Be +& my H- 5u 0 zerH a +59 EA: 
(Lit. Math. ex. 1889.) 
Bewijs, dat het product van twee zuiver repeteerende 
breuken weer een zuiver repeteerende breuk is. Even- 
zoo voor het verschil. 
(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. br. 870, no. 1 en 2.) 
Wat is het kleinste veelvoud van 13, dat met enkel negens 
wordt geschreven ? 
(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. br. S70, no. 3.) 
Van zeker getal zijn de laatste drie cijfers ….… 827. Welke 
resten kan men verkrijgen, als men dit getal door 24 deelt ? 
(J. VersLuys, Rek. Vrgst. Gev. S1, no. 15.) 
Hoe dikwijls komt 3 als factor voor in het gedurig pro- 
duct der getallen van 1—2000 ? 
(J. VersLuys, Rek. Vrgst. Gev. $ 2, no. 25.) 
Om den ged. van A, Ben C te vinden, kan men op 
de volgende wijze handelen. Men deelt het kleinste der 
drie getallen C op de beide andere. Daarbij vindt men 
twee resten R en S. De ged. van C, R en S is dezelfde 
als die van de gegeven getallen. Bewijs deze eigenschap. 
(J. VersLuys, Rek. Vrgst. Gev. S3, no. 9.) 


‘Bewijs door toepassing van de eigenschappen der even- 


redigheden dat, als P:Q:R=p:qg:r eene goede even- 
redigheid is, dat dan ook 

(P? — PQ): (Q* —R2) = (p? — pg): (q* —r°) 
(Toel. ex. Willemsoord , 1890.) 
Iemand verkoopt tabak voor f 0,80, suiker voor f 0,75 
en koffie voor f 1,20 de KG. In het geheel ontvangt hij 
f 160 voor 165 KG. Hoeveel KG. had hij van elk, als 
hij 35 KG. koffie meer verkoopt dan KG. suiker ? 
(Toel. ex, Kon. Mil, Acad. 1890.) 


598, 


Dog, 


600. 


125. 


126, 


127. 
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P en Q handelen. P legt f 8000 in en Q 3 ee later 
f 9000. Als zij in ’t geheel f 5040 of 16 of, s jaars 
winnen , hoelang is dan ieders geld in den handel geweest ? 
(Ex. adsp. administr. Marine, 1890.) 

Van eene rekenkundige reeks van 100 termen is de eerste 
term 2 en het verschil 3. Bepaal de termen, die door 
1 deelbaar zijn en bij deeling door 11 tot rest 2 geven. 
(Lit. Math, ex. 1890.) 

Van twee kapitalen samen groot f 7501) geeft het grootste 
à 5 0/, ieder jaar f 261 meer rente dan het kleinste 
à 410/,. Hoe groot is teder kapitaal ? 


(Verg. toel, ex, Artillerie Cursus, Delft, 1885.) 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


. Gegeven is: a: b == b:c. Bewijs 


(a? Hb?) : (a Hc) == (a? —b?): (a —e). 

Onderzoek of het omgekeerde ook waar is. *) 

Twee vaten wijn, welker inhouden tot elkaar staan als 

2:38, zijn tegen gelijken prijs per L. ingekocht. Men ver- 

koopt den L. van het eerste vat à f 0,92 en dien van 

het tweede à f 0,96, en wint zoodoende op het tweede 

vat tweemaal zooveel als op het eerste en in het geheel 

f 36. Bereken den En per L. en den inhoud 

van elk vat. *) 

Een voetganger begeeft zich van C. naar D., met eene 

snelheid van 5 KM. per uur. Twintig minuten later ver- 

trekt uit D. een rijtuig naar C. en legt 12 KM. per uur 

af. Bij de ontmoeting heeft het rijtuig tweemaal zooveel 

wegs afgelegd als de voetganger. Men vraagt: 

a. den afstand van de plaatsen C. en D.; 

b. hoeveel uren na het vertrek van den voetganger de 
ontmoeting plaats heeft. *) - 

A, B. en C. handelen; A. laat zijn geld 8, B. 9 en c. 

6 ml in den haatte) De inleg van C. bedraagt 

het 4 van den geheelen inleg. De som van de kapitalen 

en de winsten is f 6380, waarvan C. f 2100 toekomt. 


129, 


130. 


131. 


132. 
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De winst van A. is 1 maal de winst van B. Men 
vraagt naar den inleg van A., B. en C. *) 

De stralen der grondvlakken van twee rechte cirkelkegels 
verhouden zich als 2 : 3 en de rechte hoogten als 3: 4. 
De straal van het grondvlak van den tweeden kegel 
isde helft van diens rechte hoogte. De inhoud van 
den eersten kegel is 28,7 xX 22 dM? ; men vraagt de rechte 
hoogte van den tweeden kegel in tienden van m.M, 
nauwkeurig. *) 

Van twee kapitalen, die tegen hetzelfde °/, uitstaan , is 
de som f 25900. Het verschil tusschen de rente van het 
eene in 10 mnd. en van het andere in 8 maanden , is 
gelijk aan } van de som dier renten. Hoe groot kan elk 
kapitaal zijn ? *) | 

In zekere gemeente wordt het pensioen van een ambte- 
naar berekend als volgt: Van de eerste f 500 zijner bezol- 
diging ontvangt hij als pensioen 2°/, voor ieder dienst- 
jaar; van de rest 14 °/, voor elk dienstjaar. Indien een 
ambtenaar na 40-jarigen diensttijd volgens deze ver- 
ordening #£ zijner bezoldiging als pensioen ontvangt, 
hoe groot was dan zijne jaarwedde ? *) 

Vier stukken linnen, waarvan de lengten zich verhouden 
als de getallen 4, 6, 7 en 8, en die tegen denzelfden prijs 
per M. zijn ingekocht , worden verkocht respectievelijk 
tegen f 1, f 0,90, f 1,20 en f 1,05 den M. Nu wordt 
op de twee laatste partijen te zamen 32 maal zooveel ge- 
wonnen, als op de beide eerste te zamen. De geheele 
winst bedraagt f 372, Hoe lang waren de vier stukken ? *) 
’s Morgens om 6 uur vertrekt een rijtuig van P. naar 
Q., met een snelheid van 12 KM. per uur. Twee uur 
later volgt een voetganger, die 5 KM. per uur aflegt. 
Te R. aangekomen, vertoeft het rijtuig een half uur, 
en keert dan naar P. terug. Het ontmoet nu den voet- 
ganger op-de helft van den weg. Hoe lang is de weg ? *) 





*) (No. 124135 Hoofdakte 1890.) 
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Ingezonden natuurkundige vraagstukken, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


(Oplossingen vóór 15 December 1890 inzenden.) 


28. Op een plaats, waar een vrij vallend lichaam gedurende 


29. 


30. 


de 9e seconde van zijn val een weg doorloopt van 83,3 M.; 
liggen twee punten, A en B, loodrecht boven elkaar. Uit 
Á wordt een lichaam met een snelheid van 100 M. loodrecht 
naar beneden, en uit B een lichaam met een snelheid van 
120 M, loodrecht naar boven geworpen. Als nu de afstand 
tusschen A en B 1760 M. bedraagt, en de tegenstand der 
lucht buiten rekening kan worden gelaten, na hoeveel 
seconden zullen dan die lichamen elkaar ontmoeten en met 
welke snelheid ? 

(Kon. Mil. Acad. 1890). 

Twee open eylindervormige buizen staan met elkander in 
gemeenschap. De eene is 60 cM. lang, heeft eene door- 
snede van 30 cM? en is van boven, waar ze vlak afge- 
slepen is, bedekt met een plaat, die 25 G. weegt. De 
andere buis, welke 3 M. lang is en eene doorsnede heeft 
van 2 cM?°., wordt gevuld met een vloeistof. Indien men 
nu, om evenwicht te maken, de plaat met 5,663 KG. moet 
belasten , vraagt men ’t soortelijk gewicht der gebruikte 
vloeistof. 

(Kon. Mil. Acad. 1890). 

De ontvanger met de zuigbuis van een enkelwerkende 
luchtpomp heeft een inhoud van 2000 eM?; de pompbuis 
heeft bij den hoogsten stand van den zuiger een inhoud 
van 500 eM3. Oorspronkelijk heeft de zuiger zijn laagsten 
stand en bevatten de ontvanger en de zuigbuis lucht, 
welke dezelfde spanning heeft als de buitenlucht. De 
barometerstand is 75 eM. Wat is de spanning der lucht 
binnen den ontvanger na den tweeden zuigerslag? De 
invloed der schadelijke ruimte wordt niet in rekening 
gebracht. 

(Kon. Mil, Acad. 1881). 
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Over het construeeren der lengten der ribben der 5 regel- 
matige lichamen in een bol beschreven. 


Op bladz. 48 van „De Vriend der Wiskunde” V staat de 
lengte van den EEA van den bol om elk der regelmatige 
lichamen beschreven, zoo de ribbe van het lichaam a is, 
waaruit gemakkelijk is af te leiden de lengte der ribbe voor 
elk lichaam uitgedrukt in den straal R van den omgeschre- 
ven bol. 

We vinden dan: 


Oes RG 
Pe ARD 
On Rel 2 


Aj, =d R(v 15 —/ 3) 
Aro =iRv 5(10 —2r 5) 

waarin kortheidshalve a, voorstelt de ribbe van het viervlak, enz. 

Verder is R standvastig en heeft men door deze formules 
de lengte van de ribbe van elk reg. lichaam voor denzelfden bol. 

Zij nu, in nevensgaand figuur, AB 
de middellijn van den omgeschreven bol 
== 2R en AEB een halvel groote cirkel. 
Neem dan BD == tAB of = 3 R, richt 
DF loodrecht op AB op, verbindt F' 
met A: en B, dan is AF —a,, BE —= 
ad. Richt in het middelpunt C den 
straal CE loodrecht op AB en verbindt 
| -E met A, dan is AE == 4. Deel BF 
in de dt en middelste reden en zij 
_BN het grootste stuk, dan is RN==a,,. Richt eindelijk in 
A de loodlijn AG op, die gelijk is aan AB, verbindt G met 
C en zoo men dan de lijn AH trekt, dan is AH — a, 
Gemakkelijk is door berekening de juistheid dezer constructie 
aan te toonen. Deze constructie komt onder anderen voor in 
J. pe Gerper I, IXde boek S 840, waar men tevens door 
middel van den boldriehoek formules leert vinden, waaruit ge- 
makkelijk voor elk lichaam R, 7 en I wordt gevonden. 





s-Gravenhage, P. N. van DER BRUGGE. 
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Een vraag betreffende complexe getallen. 

De Heer J. Versluys zegt in zijn „Leerboek der Algebra, 
tweede deel”, bij zijne behandeling der complexe getallen: 
(rvb =lrvbV-—-1)j =d en 
VC —-f=Vver-lvfr- le ef. 
Wanneer nu een ander zegt: 

W/—b)=y(—b)=ben 
Ve fe VEK 
op welken grond zou men dan ’t verkeerde dezer redeneering 
kunnen aantoonen ? 

Een groot deel, zegt $ 200 van genoemd leerboek (vijfde, _ 
verbeterde druk), een groot deel der eigenschappen van reëele 
getallen zijn (dus) bijzondere gevallen der eigenschappen van, 
complexe getallen, doch welke algemeene bewijzen worden dan 
geleverd voor de waarheden. 

Yv —b=—benr erf ef. 

Kan men, zooals verder in S 202 te lezen is, kan men 
elk imaginair getal beschouwen als het product van een reëel 
getal met de imaginaire eenheid, evenzoo kan men elk nega- 
tief getal beschouwen als ’t product van een positief getal met 
de negatieve eenheid. Heeft echter in dezen zin ’t woord kan 


de beteekenis van moet ? RE PHILAX. 
Antwoord. 


Dat (1- — b)? = —b wordt terecht door Philax niet betwijfeld. 
Het is slechts een toepassing van de definitie van vr” — b. 

We weten dus, dat (&/ — 6)? een uitdrukking is, die een 
bepaalde waarde heeft. Dit blijft zelfs zoo, als men vóór het 
wortelteeken, dat is dns binnen haakjes, het teeken — plaatst. 

Bij de herleiding, die Philax in de tweede plaats geeft, 

ed 

valt aan te merken, dat het eerste getal éen bepaalde waarde 
voorstelt, terwijl 1” (— 5)? = vb? twee waarden vertegen= 
woordigt nl, + ben —b. Waar nu van een bepaalde waarde 
een tweezinnige wordt in de plaats gesteld, moet de vraag 
gedaan worden, welke van die twee waarden de juiste is. Het 
is duidelijk dat Philax van die twee de verkeerde neemt. 

Bij reëele getallen heeft men iets dergelijks. Bv. (r” 5)? 
heeft éen bepaalde waarde nl. 5. 
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Maar v/ 5? =1v/ 25 heeft twee waarden en wel + 5 en — 5. 

Het is dus reeds onjuist te schrijven: (r” 5)? =1v/ 5° tenzij 
men de stilzwijgende onderstelling maakt, dat met 7” 52 alleen 
alleen den positieven wortel wordt bedoeld. 

„Een groot deel, zegt $ 200 enz. Juist dat hier een groot 
deel en niet alle wordt gezegd, is een aanwijzing om voor- 
zichtig te zijn en niet een eigenschap, die voor reëele getallen 
geldt toe te passen op imaginaire zonder dat men heeft nage- 
gaan of de eigenschap werkelijk doorgaat voor imaginaire ge- 
_ tallen. Men heeft zich dus af te vragen of het bewezen is, 
dat men mag schrijven vc XV —f == (CX -—f) 
en dit is niet het geval. Zelfs geldt deze eigenschap voor 
reëele getallen slechts onder de beperkte voorwaarde, dat men 
alleen positieve wortels neemt. 

Verschillende opmerkingen van dezen aard heb ik gemaakt 
in $ 218 en vervolgens van mijn werk over „Het oplossen van 
Algebraïsche Vraagstukken”, waar fouten of vergissingen, 
‚ waartoe de deeling van complexe getallen aanleiding geeft 
worden ontleed. 

Wat het slot der vragen betreft, kan is beter dan moet, 
daar men immers — 8 niet alleen kan beschouwen als 8 x — 1 
maar ook als het tegengestelde van +8. Enz. J. VersLuys. 
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Mondeling examen van een candidaat voor de hoofdakte 
te Amsterdam in 1890. 
Rekenen en Vormleer. 

A en B zetten geld op interest; A tegen 41 pCt. B tegen 
41 pCt, A legt f 400 minder in dan B; B trekt in 8 maanden 
f 6 meer aan rente dan B. Hoeveel heeft ieder ingelegd ? 

Wat zegt ge van den vorm: p/2=—=1,4325? Is die vorm 
goed; waarom niet? Gegeven 0,0Ï == >, in welk talstelsel 
staat die breuk ? 

„Als bij een kubiekworteltrekking p-ciĳfers van den wortel 
zijn bepaald, hoeveel cijfers kunnen dan in ’, ongunstigste 
geval op verkorte manier gevonden worden, 

Gegeven Ree 

Bae 10: 


samen te stellen? Wat is een samengestelde evenredigheid ? 


; welke evenredigheden zijn daaruit 
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=& zijn? Als B en H omgekeerd even- 


redig zijn met b en Ah, wat weet ge dan van I en I? 
Vormleer. Wat is een prisma? Wat is een regelmatig 
prisma? Wat is eene regelmatige piramide ? 
Van een regelmatig zeszijdig prisma worden op twee aan- 
grenzende ribben (van ’t grondvlak) stukken genomen, gelijk 
1 dier ribbe. Van de hoogte wordt de helft genomen en door 


I 
Wanneer zal Ka 


die 3 punteu wordt een vlak gebracht. Welk lichaam ontstaat, 


en welk deel is het van ’t geheele prisma ? 
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Twee Rekenkundige Reeksen. 


1. Als a?, b2 en c? eene rekenkundige reeks vormen, dan 


Ë 1 
vormen Be en RT ook eene rekenk. reeks. 
Oplossing. 


a?, b? en c? vormen eene rek. reeks 
Tel bij elk der termen ab + ac + be, dan bekomt men de 
rek. reeks 
a? Jab Hac d be, be Hab Hac J- be, ec? Jab + ac H- be 
of (atelatD, boat), (a) b He) 
Deelen we elk der termen van de laatste reeks door 
(a He) (a J-6)(b He), dan bekomen we de rek, reeks 
1 1 1 
bd ade atb 
Voorbeeld. a? =1l, 62 =25, c= 49; 
| RRS Ti U LEON AAL 
Zee an 6 
2. Als zv, y en z eene rekenk, reeks vormen, dan zullen 
vrdarydy?, 2? Haga? en y? +ye + 22 ook eene rek, 
reeks uitmaken. 











Oplossing. 
x J- z 

2 
y=ate, vledyde), yet ye) en ze Jy 2) of 
vr daydaz, ay dy? Hye en we J- ye J-2* vormen eene 
rek. reeks. Bij elk der termen van de laatste reeks hebben 
we y° — 42. We bekomen dan de rek. reeks: w? + ay + y?, 
yd 2 Fyz, ye dye. 

De 2e term dezer reeks, nl. zy J- 2y° + ye aem 


Hete) e= EE (ete) to 
EE nez? + 2e dt gez Je Je z?, 
Dus vormen w? +-ay d-y?, wv? Haze he?, ye Hye det 


eene rekenk. reeks. 
BOOreeld e=, #0, 
otayd y=, a +22 + af ET ye + ye d22 = 61, 
VAN DER WL & VERBORGH, 


%, y en # vormen eene rek, reeks, dus y = 





en 
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Oplossing van een paar vraagstukken over Piramiden.*) 
door C, F, A. Zernike. 


1. Als de opstaande zijvlakken van eene driezijdige piramide 
gelijkbeenige driehoeken zijn, ligt het voetpunt der hoogte- 
lijn in het middelpunt van den omgeschreven cirkel van 
het grondvlak, Bewijs die stelling en haar omgekeerde. 


Eerste oplossing. 


a. De lezer teekene een viervlak, waarvan ABC het grond- 
vlak, T de top en TO de hoogtelijn op ABC is. Door het 
punt O met de punten A, B en C te vereenigen, ontstaan de 
drie AA AOT, BOT en COT, die alle rechthoekig zijn in 
O, de rechthoekszijde OT gemeen hebben, en welker hypote- 
nusa’s AT, BT en CT — volgens de veronderstelling — aan 
elkander geliĳk zijn. Die drie AA zijn dus congruent, waar- 
uit volgt AO == BO == CO, zoodat O het middelpunt is van 
den omgeschreven cirkel van A ABC, wat te bewijzen was. 

b. Bij het bewijs van het omgekeerde is gegeven: AO = 
BO = CO, waaruit volgt, dat de rechthoekige AA AOT, 
BOT en COT, die OT gemeen ‘hebben, congruent zijn en dus 
Al TE 

Tweede oplossing. 

a. De lezer teekene een willekeurige A ABC en op elke 
zijde daarvan een geliĳkbeenigen A, zoodat de opstaande 
zijden van die gelijkbeenige AA alle aan elkander gelijk zijn. 
De teekening stelt dan het netwerk van een viervlak voor, 
waarvan de opstaande ribben gelijk zijn. Het voetpunt der 
hoogtelijn op ABC is dan het snijpunt der loodlijnen, die uit 
de toppen der geliĳkbeenige AA op de overstaande zijden 
worden nedergelaten. Die lijnen zijn dezelfde als de lood- 
lijnen, die op het midden der zijden van A ABC worden 
opgericht, zoodat haar snijpunt — het bedoelde voetpunt — 
tevens het middelpunt is van den omgeschreven cirkel van 
AABGE Ea 

B. Ook het bewijs van het omgekeerde. kan op dezelfde 
wijze gegeven worden, 


*) Blz, 148. 
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2, Hoe moet het grondvlak eener vierzijdige piramide zijn, op- 
dat de opstaande ribben aan elkander gelijk kunnen zijn ? 
Oplossing. 

Deze oplossing volgt gemakkelijk uit de voorgaande. Zijn 
de opstaande ribben aan elkander gelijk, dan ligt het voet- 
punt der hoogtelijn in het middelpunt van den omgeschreven 
cirkel van het grondvlak. Opdat de opstaande ribben dus 
gelijk kunnen zijn, moet om het grondvlak een cirkel kunnen 
beschreven worden. Het grondvlak van eene zoodanige 4-zijdige 
piramide moet dus een koordenvierhoek zijn. 

Als dus bijv. het grondvlak van eene 4-zijdige piramide 
een scheefhoekig parallelogram is, kunnen de opstaande zij- 
vlakken niet geliĳjkbeenig zijn. 


3. De doorsnede van een viervlak met een vlak, evenwijdig 
aan twee overstaande ribben, is een parallelogram. Is het 
viervlak regelmatig, dan is die doorsnede een rechthoek. 
Is het omgekeerde van die laatste stelling ook waar ? 

Oplossing. 

Fig. 1. a. Als een vlak evenwijdig loopt aan 
de ribben BT en AC, dan moet dat vlak 
zoowel ABC als ACT snijden, volgens eene 
lijn evenwijdig aan AC. Zoo worden ook 
de vlakken ABT en CBT gesneden volgens 
lijnen, die evenwijdig zijn aan BT, 

Het snijvlak DEFG wordt dus ingeslo- 
ten door twee paar evenwijdige lijnen en is dus een paral- 
lelogram. Een van de hoeken van dat parallelogram is gelijk 
aan den hoek, dien de twee overstaande ribben BT en AC 
met elkaar maken, zoodat nu bewezen moet worden, dat in 
een regelmatig viervlak de overstaande ribben elkander recht- 
hoekig kruisen. Nemen wij daartoe aan, dat het viervlak in 
de teekening een regelmatig viervlak is; trekken wij dan naar 
M, het midden van AC, de lijnen BM en TM, dan staan die 
‚ twee lijnen beide rechthoekig op AC. Volgens eene bekende 
stelling der stereometrie staat dan AC rechthoekig op alle 
lijnen van het vlak, dat door de lijnen BM en TM kan ge- 
bracht worden. AC staat dus loodrecht op BT. 

De Vriend der Wiskunde, NV. 18 
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b. Als de doorsnede een rechthoek is, is dan het viervlak 
regelmatig? Wij zagen, dat de hoek der doorsnede gelijk is 
aan den hoek der overstaande ribben, waaraan die doorsnede 
evenwijdig loopt. Uit de omstandigheid, dat éene zulk eene 
doorsnede rechthoekig is, volgt nog maar alleen iets omtrent 
den onderlingen stand van twee ribben, zoodat die twee rib- 
ben volstrekt niet even lang behoeven te zijn, Maar de vraag 
kan ook aldus gelezen worden: „Als e/ke doorsnede evenwijdig 
aan twee overstaande ribben van een viervlak rechthoekig is, 
is dan het viervlak regelmatig?” Deze vraag kan blijkens het 
voorgaande teruggebracht worden tot deze andere: „Als van 
een viervlak elke twee overstaande ribben elkander rechthoe- 
kig kruisen, is dan dat viervlak regelmatig ?” 

Fig. 2. Nemen wij ter beantwoording dezer vraag 
BVE den willekeurigen A ABC (zie fig. 2) als 
grondvlak aan. Zal dan de ribbe AT de 
| overstaande ribbe BC rechthoekig kruizen, 
08 dan moet door AT een vlak kunnen ge- 
bracht worden , rechthoekig op BC. Snijdt 
ON dat vlak den Ben ABC volgens de lijn 
AD bijv. dan staat BC ook loodrecht op AD. Moet nu ook 
BT de overstaande ribbe AC rechthoekig kruizen, dan moet 
door BT een vlak kunnen gebracht worden, roan op 
AC, zoodat de doorsnede van dat vlak met het grondvlak 
ABC eene lijn BE is, die loodrecht staat op AC. De vlak- 
ken ATD en BTE staan nu beide rechthoekig op eene der 
zijden van het grondvlak, dus ook rechthoekig op dat grond- 
vlak zelf. Daaruit volgt, dat het snijpunt van AD en BE — 
het punt O — het voetpunt moet zijn der loodlijn, uit den 
top T op het grondvlak ABC neergelaten. De lijn, die uit 
C door O getrokken worden, staat ook loodrecht op AB, 
daar O het snijpunt is der loodlijnen in A ABC, zoodat nu 
ook CT de overstaande ribbe AB rechthoekig kran | 

Uit het bovenstaande volgt, dat ook van een onregelmatig 
viervlak de overstaande ribben elkander rechthoekig kunnen 
kruisen; daartoe is noodig, dat het voetpunt der hoogtelijn 
samenvalt met het snijpunt der hoogtelijnen van het grondvlak. 

Neemt men een ander vlak, bijv. ABT als grondvlak aan, 
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dan is het gemakkelijk aan te tovnen, dat uit het rechthoekig 
kruisen der overstaande ribben volgt, dat het voetpunt der 
loodlijn uit C op ABT neergelaten, samenvalt met het snijpunt 
der loodlijnen in A ABT. 

Het laatstgevondene kan ook aldus worden uitgedrukt: Als 
in een viervlak de hoogtelijn op een der zijvlakken samenvalt 
met het snijpunt der hoogtelijnen van dat zijvlak, dan zullen 
ALLE hoogtelijnen van dat viervlak samenvallen met de snij- 
punten der hoogtelijnen van de overstaande zijvlakken. 

De gestelde vraag wordt dus ontkennend beantwoord: als 
alle doorsneden, evenwijdig met twee overstaande ribben van 
een viervlak rechthoeken zijn, dan behoeft het viervlak daar- 
om nog niet regelmatig te zijn. 


4. De tweevlakkige hoeken aan de ribben van het grondvlak 
eener driezijdige piramide kunnen zijn: 


a. alle drie scherp. 

b. twee scherp en éen recht. 

c. éen scherp en twee recht. 

d. éen scherp, éen recht en éen stomp. 
e. twee scherp en éen stomp. 

J. éen scherp en twee stomp. 


Waar ligt, in elk dezer gevallen, het voetpunt van de 
hoogtelijn op het grondvlak ? 


Oplossing. 

Het voetpunt der hoogtelijn kan liggen : 

1) binnen het grondvlak, 

2) op den omtrek van het grondvlak, of 

3) bwiten het grondvlak. 

In het eerste geval zijn alle drie de standhoeken aan het 
grondvlak scherp. («) 

In het tweede geval kan het voetpunt liggen op eene der 
zijden (6) 

of: in een der hoekpunten (c). 

In het eerste van die twee gevallen is éen standhoek recht 
en twee andere scherp. (b) 

In het laatste geval zijn twee standhoeken recht en éen scherp. (c) 

Verlengt men de zijden van een A in alle richtingen dan 
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wordt de ruimte buiten den driehoek verdeeld in 6 gedeeltelijk 
begrensde vlakken, waarvan er 3 gedeeltelijk begrensd worden 
door 3 lijnen en 3 door 2 lijnen. 

Ligt het voetpunt in een der eerste vakken, dan is éen 
standhoek stomp en twee scherp. (e) 

Ligt het in een der laatste, dan zijn twee standhoeken stomp 
en éen scherp. (f) _ 

Nu kan het voetpunt ook nog liggen op de grens van een 
der eerste en een der laatstgenoemde vakken, m. a. w. op het 
verlengde van éene der zijden van het grondvlak. In dat 
laatste geval is éen standhoek scherp, éen recht en éen stomp. (d) 


5. Welk van de gevallen, in het vorige vraagstuk vermeld, 
kunnen zich voordoen bij eene vierzijdige piramide en waar 
ligt dan telkens het voetpunt der hoogtelijn ? 

Neem achtereenvolgens als grondvlak : 
a. een onregelmatigen vierhoek, 
b. een trapezium, 
c. een parallelogram. 
Oplossing. 

Het voetpunt van de hoogtelijn eener vierzijdige piramide 
kan liggen : 

le. binnen het grondvlak. 

2e. op den omtrek van het grondvlak. 

3e. buiten het grondvlak. 

In het eerste geval zijn alle 4 de standhoeken aan het grond- 
vlak scherp, in het tweede geval is éen recht en 3 scherp of 
2 recht en 2 scherp, al naar dat het voetpunt tusschen twee _ 
hoekpunten aan het grondvlak of ín een dier hoekpunten ligt, 

Fig. 3. In het derde geval komen veel ver- 

EE ee schillen voor. / 

Zij in de eerste plaats het grond- 
vlak een onregelmatige vierhoek (zie 
fig. 3) dan ontstaan door de zijden 
zooveel mogelijk te verlengen de twee 
LZ MEN en OEG, welker beenen 
elkander snijden in de hoekpunten 
van den gegeven vierhoek ABCD. 
Het onbegrensde platte vlak kan nu 
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geacht worden, verdeeld te zijn in de / / MEN en OEG, 
hunne overstaande // IFH en LEK en hetgeen daar buiten ligt. 

Indien nu het voetpunt der hoogtelijn ligt binnen den /_ 
MEN of binnen den / OEG, dan kan het liggen binnen de 
AA DCF of ADE, binnen den vierhoek ABCD of in het 
gedeelte MABN of OBCG. De ligging van het punt binnen 
ABCD is reeds nagegaan; in de andere der genoemde geval- 
len is telkens 1 standhoek stomp en 3 scherp. 

Ligt het voetpunt in een der overstaande / 4 LEK of IFH, 
dan zijn telkens 3 standhoeken stomp en 1 scherp. 

Ligt het voetpunt buiten de genoemde hoeken en hunne over- 
staanden, dan kan het liggen in GOFH, IFDEK, LEAM of NBO. 
In elk van deze 4 gevallen zijn 2 standhoeken scherp en 2 stomp. 

Nu moet nog onderzocht worden , hoe de standhoeken zullen 
zijn, als het voetpunt op het verlengde van eene der zijden 
ligt. . Merken wij op, dat elke zijde in 4 deelen verdeeld wordt, 
waarvan éen der deelen tot den omtrek van het grondvlak 
behoort. Dat laatste geval is reeds nagegaan. Het voetpunt 
kan nu nog liggen: 

a) op AM, BN, BO of CG, 

b) op AE, DE, DF of CF, 

c) op EL, EK, FI of FH, 

d) in E of F. 

De standhoeken zijn dan: 

a) 1 recht, 2 scherp, 1 stomp. 

b) 1 recht, 2 scherp, 1 stomp. 

c) 1 recht, 2 stomp, 1 scherp. 

d) 2 recht, 1 stomp, 1 scherp. 

Neemt men als grondvlak een trapezium, en verlengt men 
daarvan ook de zijden zooveel mogelijk, dan blijkt, dat alle 
gevallen, bovengenoemd, ook hier kunnen voorkomen, alleen 
met dit verschil, dat sommige gevallen bij een willekeurigen 
vierhoek als grondvlak meermalen voorkomen dan bij een 
trapezium. Zoo bijv. het hierboven onder d genoemde geval 
komt daar 2 maal voor, namelijk als het voetpunt ligt in E 
of in F, terwijl hetzelfde geval bij een trapezium slechts éen 
keer kan voorkomen, daar twee der zijden evenwijdig zijn en 
dus geen snijpunt hebben. 
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Is het grondvlak een parallellogram , dan wordt de zaak veel 
eenvoudiger. Het voetpunt kan liggen òf binnen 2 der even- 
wijdige zijden of daar buiten. In het eerste geval is hoogstens 
1 standhoek stomp, in het tweede geval zijn steeds 2 stomp 
en 2 scherp. 

Aanmerking. Om bij deze en de voorgaande oplossing ge- 
makkelijk te kunnen zien of een standhoek scherp , recht of 
stomp is, merke men op, dat, als men eene der zijden van eene 
vlakke figuur aan beide kanten verlengt, men eene onbepaald 
voortloopende rechte lijn verkrijgt, die het onbegrensde platte 
vlak in twee deelen verdeelt, in een van welke 2 deelen de 
bedoelde vlakke figuur ligt. (Veelhoeken met inspringende 
hoeken blijven hier buiten beschouwing.) Ligt nu het voet- 
punt aan dezelfde zijde van de lijn als de geheele figuur, dan 
is de standhoek op die zijde scherp; ligt het voetpunt óp die 
lijn, dan is die hoek recht en ligt het voetpunt aan de andere 
zijde van die lijn, dan is die hoek stomp. 


6, Kunnen de zijvlakken van een viervlak congruent zijn, 
zonder dat het viervlak regelmatig is? 
Oplossing. 

Teeken een willekeurigen A en verbind daarin de middens 
der zijden. Dan ontstaat er een figuur, die het netwerk van 
een viervlak kan voorstellen. De 4 AA zijn alle congruent, 
maar wijl zij niet regelmatig zijn, is ook het viervlak niet 
regelmatig. De vraag moet dus bevestigend beantwoord worden. 

Men merke op, dat in dit geval de overstaande ribben van 
het viervlak 2 aan 2 gelijk zijn, zoodat tevens de stelling is 
bewezen, dat van een viervlak de overstaande ribben 2 aan 2 
gelijk kunnen zijn, zonder dat het viervlak regelmatig is. 

Ook kan het den lezer niet moeilijk vallen, de stelling om te 
keeren en te bewijzen, dat als van een viervlak de overstaande 
ribben 2 aan 2 gelijk zijn de zijvlakken dan congruent zijn. 


7. Bewijs, dat eene regelmatige driezijdige piramide een regel- 
matig viervlak is, als de hoogte der opstaande zijvlakken 
gelijk is aan de hoogte van het grondvlak. 

Oplossing. 
Vergelijken wij een der opstaande zijvlakken met het grond- 
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vlak. Die twee AA hebben ééne zijde gemeen en de hoogte- 
lijn op die zijde gelijk en daar zij beide gelijkbeenig zijn — 
een geliĳkzijdige A is tevens een gelijkbeenige — zijn de twee 
AA econgruent. Daaruit volgt, dat ook het opstaande zijvlak 
een gelijkzijdige A is, waarmee het gestelde is bewezen. 


8. Van eene regelmatige driezijdige piramide is de hoogte van 
het grondvlak 3 en de hoogte der opstaande zijvlakken 4. 
Welke is de hoogte van de piramide? 

Oplossing. 

Stelle fig. 2 eene regelmatige 3-zijdige piramide voor, dan 
is ABC een gelijkzijdige A en AT =BT=—=CT. Zij dan TD 
de hoogte van A BCT, dan is AD de hoogte van ‚\ ABC. 
Als dan TO de gevraagde hoogte van het lichaam is, dan 
ligt O in het zwaartepunt van A ABC. Nuis gegeven AD == 3 
en TD=4. Verder is OD =d AD==l en OT? = TD? — 
OD? = 16 —1=15, waaruit TO =1r/15, 


9, Van eene driezijdige piramide is het grondvlak een recht- 
hoekige driehoek en ligt het voetpunt der hoogtelijn in het 
midden van de schuine zijde van het grondvlak, Bewijs, 
dat de opstaande ribben onderling geliĳk zijn. 

Oplossing. 

Deze stelling is een bijzonder geval van het omgekeerde der 
stelling in no. 1. Het middelpunt toch van den omgeschre- 
ven cirkel eens rechthoekigen driehoeks ligt in het midden der 
schuine zijde. 


10. Kunnen de opstaande zijvlakken van eene regelmatige pira- 
mide gelijkzijdige driehoeken zijn ? 
Wanneer wel en wanneer niet ? 
Oplossing. 

Volgens eene bekende stelling moeten de vlakke hoeken van 
een veelvlakkigen hoek te samen kleiner zijn dan 360°. Is nu 
elk dier vlakke hoeken de hoek eens geliĳkzijdigen driehoeks, 
dus 60°, dan kan de veelvlakkige hoek alleen een 3-, een 4- 
of een S-vlakkige hoek zijn. 

Hieruit volgt, dat alleen van eene regelmatige 3-, 4- of 
5-zijdige piramide de opstaande zijvlakken gelijkzijdige A A 
kunnen zijn. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 561—580. 
561, In A ABC is DE//AC getrokken. Men vraagt BFG 
zoo te trekken, dat A BDF = A BCG zij. 
(Eindex. H. B. S. 1879.) 
Oplossing. 


Zij BFG de ge- 
vraagde lijn. 

A BGC: A BGA 
= CO: AG AEEN 
en A BGA: A DBF 
— AB?:DB?. . (2) 
maar. Â BGG =S 
DBF, men heeft dus 
bij _vermenigvuldi- 
ging van verg. (Ll) 
pta en (2): 

CH Xx AB? = AG XDB? of AG: CG ABS 
De lijn AC moet dus verdeeld worden in reden van AB? : DB?, 
Daartoe beschrijft men op eene lijn be » AB een halven cirkel 

en trekt uit 5 in dien cirkel koorden ba == AB en bd = DB, 

vervolgens ae en df _! be, dan is AB? : DB? — ba? : bd? = be : bf, 
of volgens verg. (3) AG: CG == he : bf. [ 

Trekt men dus uit A eene willekeurige lijn AHI, zóo dat 
AH —= be en HI == bf is, verbindt men IT met C, dan verdeelt 
de lijn HG //CI, de lijn AC in de gezochte verhouding, BFG 
is de gevraagde lijn. Het vraagstuk is altijd mogelijk. 

B. W. Monpr. 

562. Bewijs dat de standhoek van het regelmatig achtvlak en 

die van het regelmatig viervlak elkaars supplement zijn. 

C. A, Crkor, Stereom. Vrgst., no. 163. C.A. Crikor. 
Bewijs. 
zen Zij TABCDeen half regelmatig _ 
achtvlak. Trekken we uit B eene 
lijn // AT en uit T eene lijn // DC, 
dan liggen die twee lijnen in het 
verlengde zijvlak ATB en snijden 

B elkander in een punt E. Nu is 

ej TABE een parallelogram, dus 
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TE==AB en BEZAT; TE en BE zijn dus beide gelijk aan 
de ribbe van het octaëder. Ook is TECD een parallelogram 
(TE —=en // CD), dus EC —= ribbe achtvlak; ETCB is dus 
een regelmatig viervlak, dat met het achtvlak het zijvlak TBC 
gemeen heeft, terwijl de zijvlakken TEB en TAB der twee 
lichamen in elkanders verlengde liggen. Uit deze ligging blijkt 
dat de standhoeken elkanders supplement zijn. C.A. Cikor. 

(Standhoek regelmatig viervlak = 70°31'44" en standh, reg. 
BOREN — 109°28/16°.) « 


Tweede oplossing. 


Brengt men door het midden van de ribben van een regelm. 
viervlak vlakken evenwijdig aan zijne zijvlakken, dan worden 
er 4 gelijke viervlakken afgesneden, terwijl het overblijvende 
een regelm. achtvlak is. 4 vlakken van dit achtvl. liggen 
respectievelijk met een vlak van elk der viervlakken in het- 
zelfde vlak, terwijl de 4 andere daarvan de grondvlakken van 
de 4 viervlakken vormen. De standhoek van het viervlak is 
dus het supplement van den standhoek van het achtvlak. 

M. Sruons; G. H. BARNEVELD. 


563. Van een A is de tophoek gegeven in grootte en in lig- 
ging. Als de som der omgekeerden van de opstaande 
zijden gegeven is, gaat de grondliĳn door een bepaald 
punt. Bewijs dit. W. Merger. 
(J. VersLuys, Mtk. Vrgst. Gev. Leerl. Gem. vrgst. no. 52.) 


Bewijs. 
Laat ABC en ADE twee AA zijn, zóó, 
dat / A == de gegeven tophoek in grootte en 


£ =de 


B 1 ia 
EADV in ligging, en KB TAC XD TAE 


B gegeven som. 
ie Zij nu AB=AC==a, en AD a, dan is 
AE <a, zoodat BC en DE elkaar zullen nijn. in een punt P, 


Nu is AD =a+DBD, AB =a— CE en 5 S 


Itao abe 
1 1 2 
EBD a 0 





dus 
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2ad-BD—CE _ 2 
TED Gn 
2 (a + BD) (a — CE) —= a (24 + BD — CE) 
2a? + 2a Xx BD — 2a Xx CE — 2BDxXCE == 242 4aXBD—ax0E 
aX BD —a xCE—2BD x CE = 0, 
a(BD — CE) = 2BD XxX CE, dus 
a:2BD = CE: (BD — CE). 
Verlengen we AD met een stuk DF — BD en vereenigen 
we F met C. BF == 2BD, dus 
AB: BF —= CE: (BD —- EC) 
(AB +- BE): (CE + BD — CE) = AB: CE 
AF:BD —= AB: CE of, daar BD = DF 
AFDE SAB 0H 
AF:DEF = AC: CE, waaruit volgt FC // DE. 
Trekken we nu uit P evenwijdig aan AF' een lijn, die FC 
ontmoet in G, dan is vierh. PGFD een parallelogram, zoodat 
PG =DE ==BD. Verder is A CPG A CBE, dus CPR6n 
—_PG:BF =1:2, waaruit volgt, dat het snijpunt P der 
grondlijnen het midden is van BC. Daar nu hetgeen we heb- 
ben bewezen voor DE, geldt voor de grondlijnen van alle 
AA, welker opstaande zijden langs de beenen van / A val- 
len en waarvan de som van de omgekeerden der opstaande 


2 
zijden = 5» 200 gaan de bedoelde grondlijnen alle door het 
midden P van BC, d.i, het snijpunt der topbissectrix met 
de basis. W. Merger. 
564. Van een A is de kleinste zijde E der grootste. De stra- 


len der aangeschreven cirkels zijn harmonisch evenredig. 
Bereken de zijden van dien A , als de straal van den 
omgeschreven cirkel 10 cM. is. (K.I. 1884.) M. v. 0. 

(J. VersLuvs, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. Gem. vrgst. no. 164.) 





Oplossing. 
Stel de zijden a,b en c, zijnde a) b)e, dan is e= za 
I 
De stralen van de aangeschreven cirkels zijn dan — mp 
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I 8 EE 
en — —z-. Daar deze stralen harmonisch evenredig zijn , 


Ss — z0 
5 


zijn hunne omgekeerde waarden gedurig rekenkundig even- 





3 
; s—b Ne RA 5 
redig dus: (-)= ï Te ° 
2e D=? — za, 2 =p, p= 
Straal omgeschreven cirkel = 
Ne 12 ; 
ME 
ps 6 1 2 EE ER 
BRO AN PAGE at 


ak D 5 5 25 
Ouden bovenst 12; M. v. O0. 


565. Wanneer de medianen van een A Di evenredig zijn met 
de zijden van een anderen A D, zullen weer de medianen 
van ‚AD evenredig zijn met de zijden van A Dí. Be- 
wijs dat. 

Oplossing. 


2 
Bewijs. De zijden van A ECD zijn 5 
van de medianen der overeenkomstige 


zijden van A ABC en wederkeerig zijn 


aA de medianen van A ECD de helft van 


de overeenkomstige zijden van A ABC. 


fan 


a 
De UI | | | 





566. Toon aan dat het product 2 (a + V'a?J-b2) (b + Wa? Hb?) 
een volkomen vierkant is. 


Oplossing, 
Radar FDO Var HD) = 
—= ab 4 2(a tba? Hb? 42 (a? Hb?) 
=a? J-2ab Hb? H-2(a bar Hb Ha? Hb? 
=(a +5? +2A(a Hb) ar Jb Ha? J b° 
=(atb Var Jb). 
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567. Als eene onverkleinbare breuk n een wortel is der ver- 


gelijking met geheele coëfficienten ax? + bw + = 0, 
dan is c deelbaar door m en a door 7. | 


Oplossing. 


Omdat < een wortel is der vergelijking, heeft men 


m2 m 
of am? + en? == — binn. 

Het tweede lid en een deel van het eerste lid is deelbaar 
door m, dus is ook het andere deel cn? door m deelbaar. Ver- 
mits m priem is met #, is c deelbaar door 1. 

Evenzoo is „ een deeler van a. 

Opmerking. Er volgt uit, dat de vergelijking #° + pe +q = 0 
waarin men de coëfficienten p en q geheel onderstelt, geen 
gebroken wortels hebben kan. 


568. Oplossen 43 (a — b) + a? (b — #) Jb? (# — q) = 0. 
Oplossing. 
#3 (a —b) Ja (b—e) J-b2 (z — a) = 0 


òf o3 (a —b) — (at —b3) Jab (a? —b°)=0 
(a —b) [3 —z (a? ab 52) + ab (a + b)| = 0 
(a —b)[e (a? — a?) —ab(z —a)—b° (w—a)|=0 
(a—b) (w —a)(e? Jar —ab—b?)=0 
(a —b) (rz — a) (wr — b) (a J- a +5) = 0. 


Men weet, dat een gedurig product alleen nul is, wanneer 


ten minste een der factoren nul is. Dus als a), voldoen 


alleen de waarden #=—=a, s=b, r&=—(aJ-b) aan de ver- 
gelijking. Als a =b, bestaan er een oneindig aantal waar- 
den voor #. 


PRIJSOPGAVEN. 4. 


569. Een staat sluit een leening, groot f K nominaal, tegen 
34 0/, interest. Zoo jaarlijks 4°/, van dat bedrag wordt 
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besteed voor rentebetaling en aflossing à pari, vraagt 
men na hoeveel jaar de schuld zal gedelgd zijn. 
Bende Bos, Lrb. der. Alg. ITL, bl: 61, no. 65.) W. 


Oplossing. 
De staat Ren nominaal f K geleend, en betaalt elk jaar 


dol d.i fz 55 K als vaste som af. Daar hij aàn interest 
35 o/, verschuldigd is, zoo is zijn schuld na de le af betaling, 


dus na 1 jaar, K Xx 1,035 — z K gld, of als wij voor een 


1 
oogenblik 1,035 =r en ok == 4 stellen, Kr — a gulden. 
Evenzoo: na 2 jaar Kr? — ar —a gld. 
„3 »„ Kr? —ar? —ar—a gld. 
enz. Dus na » jaar, als wij stellen, dat de schuld na » jaar 


gedelgd is: 





Gm a 
en 
of Kr nT Eede 
1 15035 — A 
1 mmm _—_ K x Rn 
Dus is: K Xx 1 ‚035 55 0,035 0 
1,035 Be 
1,085 — ET es 


0,875 X 1,035 — 1,035 + 1 =0 
0,125 X 1,035 = 1 


1,035 =8 
nlog 1,035 = log 8 
n X 0,0149403 == 0,90309 
n == 60 ruim. 


De staat betaalt dus over 60 jaar de laatste ze K gld., ter- 


wijl er dan nog een kleine schuld K 7 Kk gld. overblijft, die 


ecn jaar later wordt af betaald. W, 
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Tweede oplossing. 


Stel, dat de schuld na z jaar afbetaald is, 

Zoo menigmaal de leening f 100 groot is, bedraagt de jaarl. 
aflossing f 4. 

De gezamenlijke waarde van w dE afl. van f 4 staan 


55 MEE fr ged. x jaren. In plaats 


gelijk met rente van 5 


van z jaarl. afl, van f 4 kan men dus evengoed f TT con- 


tant betalen en op Aen einde van het ze jaar dit kap. weer 


terugnemen. Daar fe te betalen over # jaar, een contante 


nn 
waarde bezit van f —-: (1,035)®, is derhalve 


pm fe (1,035) — f 100, 


1 7 nf 
An Eon kat 


( Ë De 
1,035 AES 


— xlog 1,035 = — log 8 

log8 __ 0,9030900 
log 1,035 — 0,0149403° 

Met behulp van verkorte deeling of log. vindt men: # = 
60,446 (minder dan 0,001 te klein). 

Na 61 jaar zal de schuld afbetaald zijn. 


CNES 





RepiJNs. 


570. Twee driehoeken hebben dezelfde basis en hetzelfde op- 
pervlak. Zoo de opstaande zijden des eenen a en 5 en 
die des anderen cen deM. zijn, hoe groot is dan de basis ? 
(P.J. Bos, Leerb. der Alg. II, bl. 109, no.7.) W.EF,K. 


Oplossing. 


Stellen wij de onbekende basis — # cM.,‚ dan is: 
Vs (s— a) (s—b)(s—x) =v s'(s — ce) (s'—d) (s° —#) 
s(s — a) (s— b)(s — 2) =S (s — Ce) (s —d) (8! —«) 
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1 
Baba slatbte labo) glati ed 


Hede pet dte) je dto) edo) 


(ado) (—a bd) (a —bH- 1) (a Hb — 2) = 
(ed-dH-o)l—etdAamle der) (ed) 
[a HD? — 22][e? — (a — U) ] = [(e-d)2 [eed] 
fe? — (a 45) |[e* — (a —b)2] = [ted] [22 (e—d)"] 
at —[(a Hb)? + (a — B) |? (a? —b2)? = 
at —[(e Hd? He — DP ]at H(e* — d°)? 
— 2 (a? + br? L (a? —b22 =— 2(c? + da? + (€? — d2)? 
2 (a? 02) (2 Hd)? = (a? — 2) — (e2 — dz) 
bj (et de 
2 [at Hb2) — (e? +49) 
(a? — bh)? —(e? — d°)? 
REF 2 
aa TETE Wz [(a? ad gars ee (es en d2)2 |. 
[(a? Hb?) — (Cc? Hd). Wie Ki. 
Eenige verwantschap hiermede heeft het volgende vraagstuk : 
Van een A, welks opstaande zijden 52 en 56 M. zijn, is de 


inhoud 1344 M?. Bepaal de basis. (D. B. Wisselink , Meetk., 
bl. 108, no. 32.) 


2 





U 


571. Zoek voor wv en y positieve waarden in geheele getallen, 
die voldoen aan de vergelijking 17 + 31y = 500. Eerr, 


Oplossing. 
De meer algemeen bekende oplossing is: 
17e = 500 — 31y 


ee WED Ss, 


Sy J-7__ OE LT al 
Stel Tami dan is y= Rr En 


Stel Els, dan is a =3b —1. 














Hieruit volgt: y= 18b —8—b=—=17b —8 
en n= 29 —34b HJ 16 HZ — 1 —= 44 — 315, 
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Nu moet 175) 8, dus b% a 


en 315 (44, dus b Ee 
De eenige mogelijke waarde is dus b=—= 1, waardoor y = 9 
CN nk 
en 174 J-31y =17 X13 J-31 XI —= 221 J 279 = 500. 
Tweede oplossing. 


Eene andere eenvoudiger oplossing vindt men door de ket- 
tingbreuken. Stelt men toch in de geg. vergel. 500 = 2, dan 
zal, de bovenstaande bewerking volgende: 








en z— 14y 
In ennn 
z—_l4y er LE z— 34 
Stel WRV ==, ani 1 = —ad ve 
z— 34 z— 145 2 0 
» rn n » 4= on == ib ea 
z— 2b 2 3C 2. € 
5 =0) ss „=p == 5: 
Z= C 
’ Tg =d, DE nn 
hieruit volgt b == —e} 3d 
a=bze— 14d 
y=-—0zt11d 
elle —3ld. 


Men verkrijgt dit ook, als men de coëfficienten van w eny 
als eene Ee schrijft en ie in eene kettingbreuk verandert. 


il 1 
re Kn is a hen 
14 441 
1 + 


Dol ke 


De benaderende breuken hiervan zijn 
Tell 2 


Len 
T-A DR 17 
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Men ziet hieruit dat teller en noemer der laatste breuk de 
coëfficienten van d, en die der voorlaatste breuk de coëfficien- 
ten van # zijn, 

Voor de geg. vergel. 1% + 31y = 500 
is dus e= 11 X 500 —31d =: 5500 — 31d 

y=—6X500 H17d = — 3000 J- 17d 

Om kleinere getallen te krijgen stelt men 


d=lyg Jp 
dan wordt v=18—31p 
y=lpH9 
De eenige waarde voor p is p= 0, waardoor 
Hrs Vid 


als boven. (Zie verder EcerR, Onbep. vergel. bl. 21 en v.v.) 
Opmerking. Ware gegeven de vergelijking 17v — 31y == 500, 
dan zouden in die antwoorden — 31d veranderd zijn in + 31d; 


waardoor x= 3ld — 5500 
en y= 17d — 3000 

Neemt men hierin d zoo groot dat d > Bee en ee 
dan is het aantal waarden voor d eindeloos, en evenzoo het 
aantal waarden voor # en gy. EGER. 


572. Voor welke andere deelers dan 7 geldt het kenmerk van 
S 39 nog meer? 
(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. Br. 8 40, no. 1.) 

(S 39. Men verdeele het getal, van de rechterhand te 
beginnen, in vakjes van 3 cijfers (waarbij men aan de 
linkerhand. ook een vakje van 1 of 2 cijfers kan krij- 
gen), men neme het verschil tusschen de som van de 
eerste, derde, vijfde, enz. groep en de som van de tweede, 
vierde , zesde, enz. groep. Is dat verschil door 1 deel- 
baar, dan is ook het gegeven getal door 7 deelbaar.) 


Oplossing. 
Het kenmerk van deelbaarheid door 7, in $ 39 bedoeld, be= 
rust op de eigenschap dat 10° +1 of 1001 een 7-voud is. 
Hetzelfde kenmerk geldt dus ook voor de andere deelers van 


105 +1 of 1001, d. 1. van 11, 13,77, 91, 143 en 1001, 
De Vriend der Wiskunde. NV, 19 
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573, Voor welke deelers moet men op dezelfde wijze handelen _ 
met groepen van 4 cijfers ? 
(J. VersLoys, Deelbh. & Rep. Br. S 40, no. 2.) 
| Oplossing. 
Men vindt op dezelfde wijze, dat het kenmerk met groepen 
van 4 cijfers geldt voor 10* +1 of 10001 en zijn deelers 73 
en 137, 


574, Halveert men in een A ABC den Z B door BD, en 
trekt men AF en CE beiden loodrecht op BD, en BG 
loodrecht op AC, dan vraagt men te bewijzen, dat de 
punten F,‚E,‚ G en het midden H van AC op een cirkel 
liggen. J. v. D. SANDT. 
(J. Tr. Carrie. Wisk. Opg. naar Martus, no. 16). 

Oplossing. 

Verlengen we AF tot zij BC snijdt 
in TI, dan is ABI geliĳjkbeenig. EF 
is dus ’t midden van Al. His ’t mid-_ 
den van AC. Bijgevolg is FH//BC, 
zoodat BD:CD = DF:DH.. . (1) 

De driehoeken DCE en DBG zijn 
gelijkvormig , zoodat ook 

BD:CD == DG; DE . (2) 

Es. Uit de evenredigheden 1). en (2) 
volgt nu DE: DH =DG:DE waaruit DF x DE = DG X DH, 
wat bewijst dat vierhoek EGFH een omgeschreven cirkel heeft. 

Tweede oplossing. 

Boven is bewezen dat FH//BC. Evenzoo kan men bewijzen, 
dat EH//AB. De stompe hoek EHF is dan echter het sup- 
plement van hoek B. 

De hoeken AGB, AFB, CGB en CEB zijn recht. Om de 
vierhoeken ABFG en BCEG kunnen dus cirkels worden be- 
schreven. Maar dan hebben we: 





/ BGD =/ CBD =; LB=; boog CE. 
Za DAb DEe SLB = supplem. / AGF. 


Bijgevolg is hoek EGF == hoek B, De hoeken EHF en EGF' 
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zijn dus elkaars supplementen, waaruit volgt dat EGFH een 
omgeschreven cirkel heeft. 


Derde oplossing. 
Uit FH//BC en BH/AB volgt: / BFH =/ FEH=3B. 
BREEG == LA == EE BEG. 
REREG == CC —= 3 boog BG. Men heeft dus 


LGEH/GFH=/AH/ B/C ==180°. 

Vierhoek EGFH heeft dus een omgeschreven cirkel. 

M. Simons. 
Vierde oplossing. 

Beschrijven wij om A ABC den cirkel, dan zal de lijn BD, 
genoegzaam verlengd, den omtrek in K snijden. De lijn KH 
is dan loodlijn op AC. Vereenigen wij de punten BE, F,G en 
H, dan ontstaat de vierhoek FGEH. De vierhoek BGEC is 
een koordenvierhoek, omdat / BGC —= / BEC == 90° is, hieruit 


volgt 4 CGE= / CBE = l 5 bg. Er Ne Erpe ete de (1) 
De rechth. A A DHK en DFA zijn », omdat / HDK —= 
er ndus DH DES DKGAD. oe. atd eee (2) 


maar omdat BK en AC koorden in denzelfden cirkel zijn, hebben 
wijook DK: AD = CD: BD... (3). Uit (2) en (3) volgt DH : DF 
—=CD:BD. De AA DHF en DCB hebben hoek D gemeen, 
terwijl de zijden om dien hoek evenredig zijn, zij zijn derhalve oo, 
ERDER CBD S= /SCBE 5. (4). Uit (1) en (4) volgt 
LL CGE = /_ DFH of wat hetzelfde is / HGE = / EFH. Trek- 
ken wij nu door de punten E, H en F een cirkel, dan zal die 
ook door het punt G: moeten gaan , omdat / HGE =/ EFH 


== > bg. EH is. Zi VesS, 
Opmerking. Voor de bissectrix van den buitenhoek is er 
ook zulk een cirkel. 
PRIJSOPGAVEN. DB. 


575. Van eene meetkundige reeks van 6 termen is de som 
der middelste termen 450 en die der uiterste 9378, 
Bepaal die reeks. 

(P. J. Bos, Lrb. d, Alg. III, bl, 105, no. 26.) W. 
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Oplossing. 
Zij de reeks z, zy, zy°, zy*, ay*, oy5, zO0O is: 
zy* Hays == 450 en w H- zy == 9378 
my (1 44) =450 en z (1 J-4*) = 9378 


450 
e (1 hk en z(l Hy) (ly dy? —yt + y*) = 9378. 
De 2e verg. gaat door substitutie over in: 
rel es 4 
OL 


| 1 eh 
Ord Ln nk 
Sen vo Ee + za (Zien 


Lrb. der Alg. II $ 195); dan hebben wij 
Le ie 
zz 21,84 50 
z=0,5 tE (0,25 + 21,84) 
z2=5,2of — 4,2 


I vj =52 u vj 


ye —5,2y 1 =0 ye H42yd-1=0 
y—26tE1 (2,62 — 1) Complexe wortels 
y=5of0,2. 

Uit ey? (1 J-y) = 450 volgt nu voor de 2 reële waarden 

450 450 
A 3, Ooo eN X 12 00 
zoodat de reeks is 3, 15, 75, 375, 1875, 9875 of andersom. 
| We 


geconstrueerd , 


van 4: 


a? — Za + 3be 
Geb 
als a, b en c gegeven lijnen zijn ? A. J. JANSEN. 
(J. Versuuys, Handb. Mtk. IV, Gem. Vrgst. no. 6). 
Oplossing. 
De vorm is ongelijkslachtig , doordat de lengte-eenheid door 
1 is voorgesteld. Dewijl een der termen van den teller van 
den Zen graad en een der termen van den noemer van den 
2en graad is, moeten de andere termen respectievelijk tot den 
zelfden graad gebracht worden. | 


576. Hoe wordt de lijn v = 
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Stelt men de lengte-eenheid voor door m, dan heeft men 


3 — am? b 
É Bes de, welke nu kan geconstrueerd worden. 


Rain — 2D Jm? 
| s a? 2b° 
Construeer daartoe de lijnen ! = pride dan is 


a3 —aml, 252 —= nm en 
_ aml — 2am? + Slem _ a(l— 2m) + 3e 
am — mn dm? a—ndm ' 
Stel L— 2m—=pena—nJm==gdanwordtv = ap J- 3be 


En De Te Construeer nu de lijnen 7» —= Ei en s = en dan 


is v=r Ss, 

577. Een trein vertrekt van A naar B en legt 56 KM. per 
uur af. Nadat hij 189 KM. heeft afgelegd, vertrekt een 
trein van B naar A, die den geheelen weg in 20 uren 
zou kunnen afleggen. Zoo de treinen elkaar ontmoeten, 
nadat de tweede zooveel uren op weg geweest is, als 


het : bedraagt van het aantal KM., dat hij per uur aflegt, 


vraagt men den afstand van A en B? 
(Toel.ex. Kon. Mil. Acad, 1890.) 
Oplossing. 
Als de tweede trein # KM. per uur aflegt, is de weg 20x 
KM. lang. De eerste trein heeft dan bij de ontmoeting 189 
L 8x, de tweede 7e KM. afgelegd , zoodat 2 Je Sz + 


189 = 20z, waaruit 2? — 844 J- 1323 == O en z — 63 of 21. 

De afstand tusschen A en B is dus 1260 KM. of 420 KM. 
Als de afstand 1260 KM. is, legt de trein van B 63 KM. per 
uur af, Is de afstand 420 KM. dan bedraagt die snelbeid 
21 KM. 


578. Los de onbekenden op uit: 
J _—_l 62 5 
2 Ee DATE 
(+2) 8 (e 1) SV 5) 
1 
en (e-i)t=tr (zt 2y js 
(Toel.ex. Kon. Mil, Acad. 1890, 
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Oplossing. 
48 een 6 — 2/5 
2 ek 2 a Ì 
€ + 24) X (- 1) Ee 
sh 2y=4(r—d) 


1 
(z 1) =1 vet) 
EIA (eE) + e+ 2) 
=d (rj (ne) 
Ay (al) =3r—2 | 
16 (w —1)= 9x? — 12e H-4, of Ir? — 28x H- 20 = 0 


1 1 
r—=2 en Ig Vi men met 


579. Bereken # uit 4x 


_ 


( 0,45225 } 3 =67,246, 
(Toel.ex. Kon. Mil. Acad. 1890.) 
Oplossing. 


4x 


8 
0,45225 _ — 67,246 
— En log 0,45225 == log 67,246 
— 2 = 3 log 67,246 : 4 log 0,45225 
= 3 X 1,8276665 : 4 (9,655 3796 — 10) 
= 5,4829995 : (— 1,3784856) 
x= 5,4829995 : 1,3784856 —= 3,97755. 


580. In een gegeven cirkel een drichoek te construeeren als 
gegeven zijn: het verschil der hoeken aan de basis en 
de lijn uit den top getrokken naar het midden der basis. 
(Toel. ex. Kon. Mil. Acad. 1890). 


Oplossing. “ 


8 Zij cirkel M de gegeven cirkel en A 

Ba ABC de gevraagde ‚\ , dan is / ACE het 
BE verschil der hoeken aan de basis en AE // BC. 
Bm Constructie. Construeer in cirkel M een 
BIA / ACE — het gegeven verschil der /Z 
aan de basis. Trek de koorde AE, richt 
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in haar midden M eene loodlijn op. Deze gaat door het mid- 
delpunt M. Beschrijf met de gegeven mediaan AD uit A een 
__eirkelboog, welke FM in D snijdt. Dan is D het midden der 
basis. Trek uit C door D de koorde CDB, dan is BC de basis. 
Vereenig B en C met A, dan is A ABC de gevraagde. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden 


CXVII. a. De basis BC van den A ABC wordt door een punt 
M zoo verdeeld, dat BM —= _Ì_ BO en CM= 

m Fn 
BC. Worden nu de punten A en M vereenigd 





Ean 


door eene rechte, dan is 
n. AB? Jm. AC? = (m mn) AM? + 





DET 


b. Men vraagt de meetkundige plaats van de punten 
A ten opzichte van de vaste punten B en C, als 
n.AB? + m.AC? constant is. J. v. D. SANDT. 
(Carrie, Wisk. Opg. n. Martus, no. 4 en 5.) 


Oplossing. 
a. AB? = AM? + BM? +2BM.DM 
m2 2m 
SAMI Ae 
—= AM BEE: BC? U 8 


ee : mn? 2 2mn 
‚AB? =n,AM En 
SED ME Ede Weke (1) 
AC? = AM? JCM? —2CM.DM 
mn? _2mn 

DAO 2 .BO2 Rr 
m.AC m,AM et De BC EER DM (2) 

n.AB? + m.AC? —= (mn) AM? en BC? 
Dit is het theorema van Eurer en Stewart (De Vriend der 

Wiskunde 111 no. 221). 

b. Als „ . AB? + m. AC? constant is, moet ook (mm —- #) 


AM? + LBC? constant zijn, zoodat AM constant is. 


mn 
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De moetkundige plaats der punten A ten opzichte der vaste 
punten B en C is dus een cirkelomtrek met M tot middelpunt» 


CXVIII In een gegeven cirkel een trapezium te beschrijven, 
wanneer de som en de onderlinge afstand der even- 
wijdige zijden gegeven zijn. A. J. JANSEN. 
(J. Versuuys, Handb. Mtk. IV, Gem. Vrgst. 27). 
(Petersen, Meth. & Theor. no. 306). 


Oplossing. 






Zij ABCD het gevraagde 
trapezium , dan is de hoogte 
CE en AB + CD bekend. 





Soa, AB — CD 
K:: BEES AF= 5 ‚dus 
AE ABB 


A ACE is nu gemakkelijk te construeeren , waarna de verdere 
constructie geen bezwaar meer kan opleveren. | 
v.D. War & Varsoren; H. VERKAART. 


Tweede oplossing. 


Omdat CD // AB, zijn de bogen AD en BC gelijk en is het 
trap. geliĳkbeenig. Verleng AB, trek CG// DB, dan is BDCG 
een parallellogram. Verder is AG == de som der // zijden en 
A ACG gelijkbeenig. A ACG is nu te construeeren en hiermee 
het vraagstuk opgelost. P. H. W. Sruirers, 


Derde oplossing. 


Construeer een geliĳkb. A AGC, die de gegeven som tot 
basis en de onderlinge afstand der // zijden tot hoogte heeft. 

Trek in den gegeven cirkel M eene koorde BD, gelijk aan 
een been van den geliĳjkb. A ACG, en uit B en D lijnen BA 
en CD, die met BD // maken gelijk aan de basis // van 
den gelijkb. A. Trek AD en BQ, dan is ABCD het gevraagde 
trapezium. d G. H. BARNEVELD. 

Vierde oplossing. 

Construeer als boven den gelijkb. A ACG. Richt op het mid- 

den van AC een loodlijn HM op, die het cirkelboogje uit A 
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met den straal der geg. cirkels beschreven in M snijdt. Con- 
strueer den cirkel M, trek de koorde BC // AG: en vereenig de 
snijpunten B en D met C en A. M. Srmons. 

Dit vraagstuk komt ook voorin Petersen, Meth. en Theoriën 
onder no. 306, alwaar we het volgende er bij aangeteekend 
vinden. 

„Het trapezium kan zoodanig geplaatst worden, dat een 
willekeurige middellijn het in twee symmetrische deelen ver- 
deelt. Het midden van eene der schuine zijden moet dus ge- 
legen zijn op eene bekende lijn, die evenwijdig is met deze mid- 
dellijn. Nu kan men de schuine zijde eonstrueeren, en daarna 
den voet bepalen van de loodlijn uit eene der uiteinden van eene 
evenwijdige zijde op de audere evenwijdige neergelaten” 


CXIX. Er zijn 2 cirkels gegeven en een / PAQ in hun 
gemeenschappelijk vlak. Het been AP snijdt den 
eersten cirkelomtrek in B en C en den tweeden in 
B! en C1; het been AQ snijdt den eersten cirkel- 
omtrek in D en E en den tweeden in Dt en Et, 
Bewijs, dat de koorden DB, CE, BID! en CIE! . 
als zij ver genoeg verlengd zijn, een vierhoek vormen, 
waar om men een cirkel kan beschrijven. A.J. JANSEN. 
(J. VersLuys, Meth. Opl .Mtk. Vrgst. Gem. Vrgst. 44). 


Oplossing. 


Zij K het snijpunt van BD met BiD!, L dat van CE met 
B!D!, M dat van EC met EIC! en N dat van E{C! met DB. 
KDBN, NMCIE!, BID!LK , LECM zijn dus de rechte lijnen, 
welke den vierhoek KLMN vormen, waarom een cirkel kan 
beschreven worden. 

In den koordenvierhoek BICIE!D! is / Et = den buiten- 
hoek van Z B! (= a). In den koordenvierhoek BCED is 
ZL D den buitenhoek van / C (= b). Nuis / KLM = 
a +- b, als buitenhoek van A B'LC; / MNK — supplement 
van a + b in A EIND; dus in vierhoek KLMN zijn L en N 
elkaars supplement. Er kan dus een cirkel om. 

Opmerking. Men kan de letters B, C, B1, C1 enz. altijd 
wel zoo plaatsen, dat er een vierhoek ontstaat, waarvoor het 


298 


gestelde geldt, terwijl men ze ook wel altijd zóó kan plaatsen, 
dat het gestelde niet geldt voor den vierhoek. 

Is bijv. A het uitwendig geliĳjkvormigheidspunt, dan is 
BD // BD! en CE // C1E!, zoodat er dan een parallelogram 
ontstaat. f 


CXX. Als men in een regelmatigen vijftienhoek het eerste 
hoekpunt verbindt met het derde, het derde met het - 
vijfde, enz., telkens één hoekpunt overslaande, dan 
is de zijde van den regelmatigen stervormigen vijf- 
tienhoek, dien men verkrijgt, uitgedrukt in den straal 
des omgeschreven cirkels, gelijk aan 


7 R | v15 43 (10 — 2/5) 
(C. Krarrer, Kz., Lrb. d. Mtk.I, 8 308, no. 547). M. v. O. 


—__— CXXT. Als men in een regelmatigen vijftienhoek het eerste 


hoekpunt verbindt met het achtste, het achtste met 
het vijftiende enz, telkens zes hoekpunten overslaande, 
dan is de zijde van den regelmatigen stervormigen 
vijftienhoek , dien men verkrijgt, uitgedrukt in den 
en des omgeschreven cirkels, gelijk aan 


7E v15 13 (10 — 25) | 
(C. Krarras’ Kz., Lrb.d. Mtk. I, $ 508, no. 548). M. v 0. 


Het berekenen der zijden van den ingeschreven regelmatigen 
AES en der drie regelmatige stervijftienhoeken. 
; Onderstellen we, dat de 
cirkelomtrek door de punten 
A, B, CD, EE GE 
K, L, M, N, O, P, in 15 ge- 
lijke deelen is verdeeld. Door 
de deelpunten 1 aan 1, 2 aan 
2, 4 aan 4, 7 aan 7 te ver- 
eenigen, verkrijgt men de 
zijden AB, AO, AE, AI, van 
| den ocean eenn 
ven vijftienhoek en der drie regelmatige ingeschreven stervijf- 
tienhoeken (Zie: no. CVIT, CXX, CXXI). 
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Beschouwen we de zijden AB en AE; zij Q het midden van 
den boog CD, dan heeft men 
Tes Lute 1 
WAQ= (2 +) =g 
Lal 1 
9 QB=yQWB=(t +) =ie 

Om AB en AE te construeeren is het dus voldoende uit 
het punt A eene koorde AQ gelijk aan de zijde van den zes- 
hoek, en ter weerszijden van Q eene koorde QB = QE gelijk 
aan de zijde van den tienhoek te trekken. 

Om AB en AE te berekenen late men uit Q de loodlijnen 
QS en QT op deze zijden neer, dan is A QAS 2 A QAT. 
B Ze 1 — 902, AQ gemeen, / QAS —= / QAT) dus 
AS—=AT, QS = QT,en A BQS @ A TQE(L T =S = 90°, 
QB = QE, QT = QS), dus ET = BS. Men heeft dus 

AB = AS,— BS en AE = AT + TE = AS + BS. 

Maar QS is de helft der zijde van den tienhoek, dewijl AQ 
gelijk is aan den straal, BQ het tiende deel van den cirkelomtrek 
zijnde, is Z BAQ de helft van den middelpuntshoek van den 


tienhoek. Men heeft dus QS = d (—1 1/5), bijgevolg 
AS == (AQ? QS) = zr l0 21/5) 
BS = 1 (BQ? — GCS?) = za 15 — yv 3). 
Dus AB=À br (10 J- 2/5) Hv 3115) = as 


ABS 5 {r (10 +25) —v 3 H-1/15 |. (no. CVII bl. 139). 

Zij X het midden van ML. Men zal op dezelfde wijze zien, 
dat AX de zijde van den stertienhoek en XO = XI de zijde 
van den zeshoek is. Men kan nu op eene overeenkomstige 
wijze de zijden AO en AI der andere twee stervijftienhoeken 
construeeren en berekenen. Door op te merken dat XY de 
helft is van de zijde van dien stertienhoek, vindt men 


HO BTS (10 ESA) Air. e(no: OXX) 


en - Betere B (102 5). (no. CXXT). 
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CXXII. De inhoud van een cirkelsegment is gelijk aan het 
verschil van zijn boog en de halve koorde van den 
dubbelen boog, vermenigvuldigd met den halven straal. 
(C. KrarPer, Kz., Plan. $ 328, no. 564). M.v. 0. 


Oplossing. 
Zij a de lengte van een cirkelboog, dan is het oppervlak 


van den daarbij behoorenden sector ZaR, waarin R den straal 
des cirkels voorstelt. Is k de lengte van de koorde, die een 


boog == 2a onderspant, dan is het oppervlak van den A 
wiens basis den boog — a onderspant gelijk aan Z ER, Het 
oppervlak van ’t segment is dus gelijk aan 


1 1 1 1 
zoR— glR=jR (at). 


CXXIII. Bepaal de inhouden van de zes driehoeken, waarin 
een driehoek, die a, b en c tot zijden heeft, door 
zijn hoogtelijnen verdeeld wordt. 

(C. KrarPeR, Kz., Plan. S 330, no. 613). M.v. 0. 


Oplossing. 


Zij H het snijpunt der hoogtelijnen 
AD, BE en CF, dan is A BDH » 
A ADC en IL. A BDH : IL A ADO 
— BD? : AD? 
IO ASEDHS BD? x Inh. A ADC 


AD? 





1 

BD? DEN BD? x CD 
VADERS AD 

A DN De 

(GEE) (Ei): AD= 
_ (a? 4 B? —e?) (a? —b? C°)? 
324? vs (s — a) (s — b) (s — c) 
Op gelijke wijze vindt men: 
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_ (a? 442 — 2)? (a? — Db? He?) 
TR se ded 

Ee a 
RA CRH — 3262 yv’ s(s — a) (s — b) (s -— c) 

IE dm ler 
Jah. A ARE S ree De De0) 

dl en 
Inh. A AFH —= 32? vs (s — a) (s —b) (s —c) 

A A ml a 
AES Bied ded 

v.D. War & VerBorem; G.H. BARNEveLD; H. VERKAART; 
H. SrersMaA; REDIJNS. 


Ingezonden natuurkundige vraagstukken, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


23. Werpt men in een bak met water een houten bal, dan is 
de bak vol en : van den bal drijft boven. Hangt men 
aan den bal een stuk iĳĳzer (7,2), dan zweeft de massa 
(ondergedompeld) in ’t water en er vloeit 20 L. water uit 
den bak. Hoe groot is de bal en met hoeveel KG. ijzer 
is hij bezwaard ? 

(W. H. WisseLink, Natk. Vrgst. I, no. 246.) (Verg. ex. 
Dordrecht.) 
Oplossing. 

Het uitvloeien van 20 L. water uit den, na het inwerpen 
van den houten bal, vollen bak wordt veroorzaakt door het 
onderdompelen : lo. van dat deel van den bal, dat zich oor- 
spronkelijk boven water bevond en 2o, van het stuk iĳzer; bij- 
gevolg : 


> volume hout +- volume iĳzer = 20L...... (1) 


Er wordt 20 L. water meer verplaatst, de opwaartsche druk, 
dien de bol ondervindt is dus 20 KG. grooter geworden en 
daar zoowel in drijvenden als in zwevenden toestand de op- 
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waartsche druk evenwicht maakt met het gewicht van het 
lichaam , weegt het stuk újzer 20 KG. 
7 


20 
72 z= 25 L. 





Het volume van het iĳzer is dus 


Uit verg. (1) volgt dus 3 volume hout = 175 L. 


De houten bal is dus 137% Liter groot. 


Opmerking. De lezer vergelijke deze oplossing met die van 
de Natuurkundige Vraagstukken 1 en 5 op blz. 69, 118 en 
119 van de „Vriend der Wiskunde”, dl. IV. B. W. M, 


24. Aan een hefboom van 1,5 KG., waarvan ’t zwaartepunt 
in ’t midden ligt, hangt aan den eenen arm, die 12 cM, 
lang is, een gewicht van 1,5 KG. en aan den anderen 
arm, die 18 cM. lang is, een glazen prisma van 0,5 dM? 
gedeeltelijk in water. Als er nu evenwicht is, en ’ts. g. 
van glas 2,2 is, welk deel van ’t prisma hangt dan in ’t water? 
(W. H. WisserinK, Natk. Vrgst. I, no. 248.) (Verg. ex. 
Oldeholtpade.) 

Oplossing. 


Ä B Z C Zij ABC de hefboom, in B onder- 
A SRE steund. Het zwaartepunt ligt in het 
1,5 Ei 2 midden Z. Op dien hefboom werken 3 
evenwijdige krachten: in A 1,5 KG. (arm 
==0,12M.), in Z 1,5 KG. (arm —= 0,03 M.) en in C eene kracht 
van # KG. (arm —= 0,18 M.). De resultante dier krachten moet 
door B gaan, wil er evenwicht zijn, bijgevolg is de som der 
momenten van de aangegeven krachten, met betrekking tot 

B gelijk nul, of: 

JH 1,5 X 0,03 + X 0,18 — 1,5 X 0,12 =0 
x= 0,75 KG. 

Het ten deele in water gedompelde lichaam weegt dus 0,75 KG. 
De opwaartsche druk is dus 1, ie — 0,75 == 0,35 KG. Er was 


dus 0,35 L. d. i. het (550 


50 of rn g gedeelte van het glazen prisma 


in het water. 
Opmerking. De lezer vergelijke deze oplossing met die van 


308 


het Natuurkundig Vraagstuk 10 op blz. 140 van de „Vriend 
der Wiskunde”, dl. IV, __ B. W. M. 


25. Een stuk platina (11) en een stuk kurk (0,24) wegen in 
de lucht evenveel. In welke verhouding zouden de ge- 
wichten dier lichamen tot elkander staan, als ze in het 
luchtledige gewogen werden? 1 dM? lucht weegt 1,3 G. 
(W. H. Wisserink, Natk. Vrgst. II, no. 35.) 

Oplossing. 
Stel de gewichten van de stukken metaal en kurk in het 

a zen y K.G. De volumina dier lichamen zijn dan 


En Tr 02 dM?. De opwaartsche drukkingen, die zij in lucht 
1,3 


» 25 L 
ondervinden volgens de wet van Archimedes zijn dus iT Se 1000 - 


y 
noa4 X zooo derhalve : 


2 X0,0018 = y— Iz X0,0013 


0,24 
x_ 11 (0,24 — 0,0013) 
y_ 0,24(11 — 0,0013) 
Opmerking. In het antwoord van Wisselink (3de druk) 
staat een O te veel; het stuk metaal kan Ben platina zijn. 
(S. G. platina == 21. ‚45.) 
Aanteekening. Als van een stof het S. G. 0,24 is, weegt 1 dM3 
van die stof 0,24 KG. in het luchtledige en niet in de lucht. 
B: WM. 


26. In een recipient van 3 dM? inhoud doet men le 2 L, 
waterstof van eene drukking van 5 atmospheren, 2e 4 L. 


of Hieruit vindt men #:y =1:1,0053. 


koolzuur van 4 atm. drukking en 3e 3 L. stikstof van 


atm. drukking. Wat is de drukking van het mengsel ? 
(W. H. WisserinkK, Natk. Vrgst. II, no. 38.) 
Oplossing. 

Worden eenige gassen, van dezelfde temperatuur, die een 
homogeen mengsel kunnen vormen, in óón vat gebracht, zoo 
vindt men de spanning van het mengsel uit de navolgende wet, 
een gevolg van de Wet van Boyle: 


304 


De som der produkten van volume en spanning van elk gas 
js gelijk aan het produkt van het volume en de spanning van 
het mengsel. | 

Een bewijs voor deze wet, die ook voor verschillende hoe- 
veelheden van één gas geldt en die toegepast wordt bij de 
Theorie der Gaszuigpompen en Gasperspompen, vindt men 
terecht opgenomen in Dr, H, Japikse, Leerboek der Natuur= 
kunde, dl. 1, bl. 100. 

De spanning rx van het mengsel (in atmosferen) volgt nu uit 


de vergelijking: 2 X5 +4 Xa SXT nn CR 


i | 
Di 9 atmosfeer. B. W. M. 


27. Een bol, bevattende lucht van 77 cM. spanning, is door 
— middel eener kraan met het bovenste (luchtledige) deel 
van de buis van een bakbarometer verbonden ; de buis 
steekt 90 cM. boven ’t kwik in den bak uit en heeft eene 
doorsnede van 20 eM?, Door het openen der kraan daalt 
het kwik in de buis tot 40 cM. boven ’t kwik in den bak, 
Als de barometerstand 75 eM. bedraagt, hoe grootisdan 
de inhoud van den bol ? 
(W. H. WisseLinkK, Natk, Vrgst. II, no, 40.) 
Oplossing. 

Zij het volume van den bol zeM?. zoo is aanvankelijk : 
volume X spanning van de lucht in den bol = vX71. Na 
de opening van de kraan is het volume van het gas = w + 
50 x 20) eM.3, de spanning 75 — 40 = 35 cM, (de lezer teekene 
een figuur. Volume X spanning is dus nu (w + 1000) Xx 35, 


Volgens de wet van Boyle is dus: 
v X 17 = W + 1000) X35 of 1lv=5v-5000, dusv = 


1 
ee 3 
en B, W. M. 
VERBETERING. 
c2 en 
In no. 585 staat: — , lees: — 


f Fi 
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ONDEELBARE VORMEN. 


Door een ondeelbaren vorm verstaat men een geheelen vorm 
met geheele coëfficienten, die niet ontbonden kan worden in 
een product, waarvan de factoren geheele getallen of geheele 
vormen met geheele coëfficienten zijn. 

Er bestaat geen algemeen kenmerk om te kunnen beoor- 
deelen, of een gegeven vorm al dan niet ondeelbaar is; zelfs 
is het as vormen, waarvan de ondeelbaarheid bewezen is, 
zeer gering. 

Zulke ondeelbare vormen zijn o. a.: 

1) ax? + brJ-e, als a, b en c geheele getallen zijn, die 
geen enkelen deeler grooter dan éen gemeen hebben, en als 
bovendien b? — 4ac geen volkomen vierkant is. 

Bv.: 6x? —ör —3; (—5)? —4.6.(—3)=97 is geen 
volkomen vierkant. 


Reel pl p—=2 


2) ei J- v 


als p een ondeelbaar getal is. 


eeen ane let} 


Bv. : Beh: 
Setter; 
en at dans dar? Je d1; enz. 
hand tk p—2 oi8 


ME ed gee 
als p een ondeelbaar getal — 2 is. [Is p= 2, dan gaat de 
deeling in het eerste lid niet op!] 


3 
Bv.: EE : 


s 1 
St a -—&J-1; enz. 


4) De vormen, die men uit de onder 2) en 3) genoemde 
vormen kan afleiden door x te vervangen door een macht van 
v, waarvan de exponent een macht is van p. 

ll 
Vervangt men bv. in Di =thl &doore? [8 =23 1, 
De Vriend der Wiskunde, NV, | 20 
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dan krijgt men den ondeelbaren vorm «? +1; en vervangt 
men in T Er =et—e1 re door #° [9 == 32!|, dan krijgt 
men den ondeelbaren vorm ai? — #9 J-1. 

Bewijzen, 

1) Kon az? + be + e ontbonden worden in (pe + q) (rx + Aj 
waarin p, q, r en s geheele getallen zijn, dan zou (pr +-q). 
(ra + s) bij ontwikkeling az? +- be + c opleveren. Nu is 

pr +9) (ra +5) = pra? + (WS + 91) 2 + 98. 

Dan zou dus: 

a=pr, b=pstgr en cgs 
wezen, dus: 
D2 — 4ae= (ps + gr)? —4.pr.gs = (ps —qr)?, 
d. i. een volkomen vierkant. 

Volgens het onderstelde is 5? — 4ac evenwel geen volkomen 
vierkant; av? J- bx Jc kan dus ook niet worden ontbonden 
in een product van twee geheele vormen met geheele coëfficien- 
ten. En daar a, b en ec ook geen deeler grooter dan éen ge- 
meen hebben, is de vorm dus ondeelbaar. 

2) Vervangt men in een deelbaren vorm de letters door vor- 
men, dan krijgt men weer een deelbaren vorm. 

Zoo volgt uit: 

6x? — oy — 15y? = (2w + 34) (3r-— 5y), 
als men wv door rz Jy en y door & —y vervangt: 
BZ ty — et) (ef) LI (SEE 
= Bled) 3e) 13) (e — 9) | 
of: — 10? + 42ay — 84? —= (Or —y) (— 2e J- By). 


p 
RET B ek 

Kon sf en A bn an 
in twee geheele factoren met geheele coëfficienten ontbon- 


den worden, dan zou zulks dus ook het geval wezen met den 
vorm, dien men krijgt, als men w door v + 1 vervangt, d. i, met: 


(ed 1) —1 
(ed-1)- zE 





En 


Nu is: 
1) 
eri re 
+ put 1, 


ZE pn 
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dus: 


(eHi 1 pt A 
ite dek 
1 
25 wi, HE 
Zooals bekend is, zijn de binomiaal-coëfficienten Ee 
pw lp?) 
ENA Ore 
cienten is de teller dus deelbaar door den noemer. En daar 
de ondeelbare factor p wel in de tellers, maar niet in de noe- 
mers gevonden wordt [De factoren in de noemers zijn <p!| 
en dus bij de vereenvoudiging niet kan wegvallen, zullen alle 
binomiaal-coëfficienten door p deelbaar wezen. 
De vorm: 


3 


‚ enz. geheele getallen. In ieder dier coöffi- 


BT eden Re EED 
bezit dus de volgende eigenschappen : 

19, is de coëfticient van den term van den hoogsten graad 
TUN 13 

20, is de term, waarin # niet voorkomt == p; 

30, zijn de coëfficienten van alle overige termen deelbaar door p. 

Kon deze vorm in twee geheele factoren met geheele coëöffi- 
cienten ontbonden worden, dan zou de coëfficient van den eer- 
sten term in ieder dier factoren == *) zijn en de term zonder 
« in den eenen factor —= +{Î en in den anderen = + p, 
daar p als ondeelbaar getal niet anders dan in 1.p ontbon- 
den kan worden. 

Men zou dan dus hebben : 


sr en 1 en 
P ne 1d Ff Er EES 8 ie 


=(e Jae de fet Hgadep). (ej Ac" TA 
Iv? J- Krt 1), 

waarin 4, .….f, 9, A, .….I en K geheele getallen zijn en 

md-n=p—l is. 


dp 


*) Zonder aan de algemeenheid te kort te doen kan men die coëf- 
ficienten —= +1 stellen; want waren zij = — 1, dan kon men beide 
factoren tegengesteld nemen. 
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Wij zullen evenwel aantoonen, dat dit onmogelijk is. 
Daartoe voeren wij de vermenigvuldiging in het tweede lid 
uit, beide factoren rangschikkende naar opklimmende machten 
van #. Als product moeten wij dan den vorm in het eerste 
lid vinden. _ 
Ziehier de bewerking : 
ni 


El Koetsen Aen 
Eptge tft far He 


pt pKe te ple? +... pAr ‘tepel | 
gt at GK ee ee eneen eie td HgAa' +ga 
zi ferret Eren LfAa" "So"? 
DD) PDE En 
pie + a iT en 2 grtn Jz? 


In het eerste gedeeltelijke produet zijn alle coëfficienten 
deelbaar door p. 


Omdat de coëfficienten + pK en +g bij optelling SAS (li ze 


opleveren en + pK en Ol En En I deelbaar zijn door p, is ook 


g deelbaar door p, den volgt, dat ook in het tweede ge- 
deeltelijke product alle coëfficienten deelbaar zijn door p. 
Omdat de coëfficienten Epl, g9K en + f bĳ optelling 
lade ve UE 
0, 12 Oan 
deelbaar zijn door p, is ook f deelbaar door p, waaruit volgt, 
dat ook in het derde gedeeltelijke product alle coëfficienten 
deelbaar zijn door p. 
Zoo voortgaande blijkt, dat alle coëfficienten in alle gedeel- 
telijke producten deelbaar zijn door p. En dit is niet het ge- 


val; want de laatste term in het laatste gedeeltelijke pro- 


| ait 
duct, nl. 2 Vof ‚ heeft tot coëfficient éen. 


De veronderstelde ontbinding is dus inderdaad niet mogelijk. 
Ook de vorm: 


opleveren en —+ pl, gK en 


a 


tt ns le JP TP kartel 


«_—l 
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kan dus niet in twee geheele factoren met geheele coëfficienten 
ontbonden worden en is dus ondeelbaar. 

OPMERKING. Uit onze redeneering blijkt, „dat elke vorm 
„van de gedaante : 


BEEK Br eef Por Orsep; 
„waarin p een ondeelbaar getal voorstelt en A, B,... P en 
„Q door p deelbaar zijn, ondeelbaar is.” 


3) Vervangt men in den vorm: 

5 | 

4 ee bies Pesa p= Dee 9 

B ee t Jz ade xd 1 
@ door # — 1, dan komt er, daar p oneven en dus in (w — 1) 
de laatste term —= — 1 is: 


(e—1) + 1 BET 
ee de 





Pp 


_— En Dd 


en OENE 


Volgens de AD onder 2) is deze vorm ondeelbaar; 
hetzelfde geldt dus ook van den vorm: 


@ HI PAS 2 
End ed —% Jz — ede etl. 


4) Vervangt men in den vorm: 


p 
aA re AR a? dedl 


gl 

zl 
x door een macht van #, waarvan de exponent een macht is 
van p, bv. p?, dan komt er: 

EERDE =v, 

WE PEP (pret) J- gren P — 1) RRT, 

—Ì 

Om te bewijzen, dat deze vorm ondeelbaar is, vervangen 
wij daarin weer rz door # + 1; er komt dan: 


ep 
en De Lg 


Bepalen wij de gedaante van het ontwikkelde quotient. 
Vooreerst is: 





eld 
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eier FE 
Ee Dedel. 


In het tweede lid zijn a coëfficienten op de twee uiterste 
na door p deelbaar, zoodat men heeft: 
(e+ 8 ni Tj Ì pT, 
waar T een geheelen vorm in © met geheele coëfficienten aan- 
duidt. 
Verheft men de leden van deze gelijkheid tot de p°-macht, 
dan komt er: 


HI =t@ F1) HPT 
=(e + 1) + termen, die den factor pT bevatten, 
waarvan dus de coëfficienten deelbaar zijn door p. 
Nu is ook: 


p p pp pp — 1) p 
v Jl) ze Jpe d.d pe +1 
at J- 1 + termen, waarvan de coëfficienten deel- 
baar zijn door p. 
Vereenigt men alle termen , waarvan de coëfficienten deel- 
baar zijn door p, dan vindt men dus ten slotte : 
(w J- 1) De 2 1 +-p U, 
waar U een geheelen vorm in x met geheele coëfficienten aan- 


duidt. 
Verheft men de leden van deze gelijkheid tot de p°-macht, 
dan blijkt op dezelfde wijze, dat men heeft: 


(ei PZ HldopV. 


En verder: 


(oel ieper ME SSOEED HltpW. 
Merken wij nog op, dat bij raugschikking naar afdalende 


machten van # de ontwikkeling van (& + 1) klaarblijkelijk 
begint met zfPE en eindigt met pppr + Ll, evenzoo die van 


Belen begint met ene 
vindt men dus voor: 


en eindigt met ppppv J-1, dan 
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(« En En End 


| 
bij ontwikkeling van teller en noemer: 


te J- termen, waarvan... *) J- ppppe 


zr —J- termen, waarvan... *) + ppp 


Voert men deze deeling, die opgaat, uit, dan vindt men 
als eersten term in het quotient : 
PPPP __ PPP vp (P — 1) 
RL 


en als laatsten term: 
PEPPE : PPP EP. 

Verder zijn de coëfficienten van alle overige termen in het 
quotient deelbaar door p. 

In deeltal en deeler zijn nl. alle coëfficienten op den eersten 
na deelbaar door p. Omdat de eerste term in het quotient 
éen tot coöfficient heeft, zullen in den eersten aftrekker dus 
ook alle coöfficienten op den eersten na door p deelbaar wezen. 
In de eerste rest zijn dus „alle” coëfficienten deelbaar door p, 
waaruit volgt, dat de coëfficient van den tweeden term in 
het quotient door p deelbaar zal wezen, enz. 

Men vindt dus bij ontwikkeling ten slotte: 

(eh 1)77 —i perle 


(e geen ee 

En volgens de opmerking onder 2) is deze vorm ondeelbaar, 
dus ook: 

BEELD 


JL termen, waarvan. .*) + p. 


zj VUT erde SNE 


BERDE 

OPMERKING. De voorgaande ontwikkelingen zijn in hoofd- 
zaak ontleend aan een artikel van Wisenstein in Crelle, Jour- 
nal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 39. 


N. L. W. A. GRAVELAAR. 


*) Termen, waarvan de coëfficienten deelbaar zijn door p. 
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GOEDE OPLOSSINGEN, 


der Opgaven 561—580, CXVIII-—CXXVIII, Natk. Vrgst. 
23—27 zijn ingezonden door : 


* G. H. Barneveld, 561—580, CXVII—CXXIII, Natk. vrgst. 

23, 24, 26, 27. 

IJ. de Boer, 562, 571—573, 575, 577 —580, Natk. vrgst. 23, 24. — 

B., 561—568. 

E. Cupido, (575 niet af), 577—580. 

A. ve d. Dries, 575—580. 

C. v. Essen, 561, 566, 567, 570—573, 577-580, Natk. vrgst. « 
23, 24 (omslachtig), 26. 

W. Gabriëlse, 564, 566, 569—575. 577—580, CXX-—OXXII. 

H. Gouwentak, 562, 564—573, CXVIIL, CXX-—CXXII, Natk. 
vrgst. 23, 24, 26%), 27. *)(De wet van Daron geldt voor 

Harm. te R. 575—580. mengsels van gassen en dampen.) 

J. H. K‚ 575, 577—530. 

M. d. m, 569—574. 

Mijntje, 561, 566, 567, 570—573, 575—580, CXVIII, OXXII, 
Natk. Vrgst. 23, 24. 

W. A. W. Moll, 561—574, 580. 

J. Oosterhuis, 575—580. 

M v. Overeem, 569 —574. 

Z. V.S, 561—580, CXVII—CXXIII, Natk. vrgst. 23, 24, 
26, 27. 

Redijns, 569—574, CXVII—CXXIII, Natk. vrgst. 23, 24, 
26, 27. 

J. v. d; Sandt, CXVIa. 

H. J. Scholten, 562, 564, 568, 570—572, 575 —580. 

H. Schouwenberg, 570—574. | 

H. Siersma, CXVII—CXXIII, 

M. Simons, 561—580, CXVIL—CXXII, Natk. vrgst. 23—27, 

Süd, 569—574. 

H. Verkaart, 569 —574, CXVII-—CXXIII, Natk. vrgst. 23-27. 

Á. Vermeer, 561-—574, CXVII—OXXIIL 

V. d. Wal & Verborgh, 561—580, CXVII, CXVIII, CXX— 
CXXIII, Natk. vrgst. 238—27. 
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MEDEDEELING. 


De 24 prijsopgaven A zijn alle goed opgelost door : 


W. Gabriëlse te West-Kapelle , 
M. d. m. (D. F. Tollenaar te Amsterdam), 
M. A. W. Moll te Sprang 
M. van Overeem te Utrecht, 
Z. V.S. (J. A. van der Veer te Harlingen), 
Redijns (J. Snijder te Middelharnis), 
Süd (A. Zuiderveld te Wijtgaard, thans te Amsterdam), 
H. Verkaart te Hontenisse, 
A. Vermeer te Harderwijk. 
Het lot zal den winner aanwijzen ! 
De uitslag zal in de volgende afl. worden vermeld. 


De 24 prijsopgaven LB zijn alle alleen goed opgelost door: 


A. van den Dries te Steenbergen. 


Van de 44 opgaven voor prijs C heeft Z. V.S. het grootste 
aantal (42) goede oplossingen ingezonden , zoodat aan Z. V.S. 
(J. A v.d. Veer te Harlingen) prijs C is ten deel gevallen. 


Van de prijsopgaven no. 588—600 en 124—132 op blz. 
262—265 opgegeven, worden de oplossingen vóór den 15en 
December 1890 ingewacht. 


VRAAGBUS. 


Kunt u mij het Leerboek der Algebra van P. J. Bos aan- 
bevelen ? NA Wa M. 
Dit Leerboek is alleszins aanbevelingswaardig. 


Kunt u mij ook een tafel aan de hand doen, waarin de 
tweede- en derde machten, twcede en derde wortels der ge- 
tallen van 1—1000 PROD K. 

In F. v. d. Berg's Tafels voor de scholen vindt u het ge- 
vraagde. Bij Blom & Olivierse te Culemborg zijn zij ver- 
krijgbaar à f 0,30. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°* Februari 1891 franco 


601. 


602. 


603. 


604. 


605. 


606. 


607, 


bij den Redacteur A. J. vaN BREEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


Uit een der hoekpunten van een gegeven vierkant eene 
lijn zoo te trekken naar het verlengde der overstaande 
zijde, dat het deel dezer lijn gelegen buiten het vier- 
kant, gelijk is aan eene gegeven lijn. 

(W. Krerine, Beg. d. Mtk. no. 331.) 

Uit een punt P der basis AB van een A ABC laat men 
loodlijnen PD en PE neer op de opstaande zijden AC en 
BC. Waar moet men het punt P aannemen, opdat het 
opp. van A PDE zijn maximum bereike? C.A. Cikor. 
Waar moet men uit een bol een schijf van een gegeven 
rond oppervlak uitsnijden, opdat de inhoud dier schijf 
een maximum zij ? C. A. Crxor. 
Voor welke waarden van «is Zw? + 17 + 12 een 
rationaal kwadraat ? | 
(J. C. Eeer, Lrb. d. onbep. verg. bl. 187 no. 534.) 
Een geliĳjkbeenigen A te construeeren, waarvan de basis 
en de lijn, die den hoek aan de basis middendoor deelt, 
gegeven zijn. ParLax. 
Is S het zwaartepunt van A ABC en zijn #,, 7, en r, 
de stralen der eirkels in de AA ASB, ASC en BSC 
beschreven, dan heeft men 


1 1 1 3 8 
nn tn Tr rt 


waarin 7 de straal is van den cirkel in A ABC en 71 
die van den cirkel in den A beschreven, die, de lijnen 
naar het midden der zijden van A ABC getrokken, tof 
zijden heeft. Bewijs dit. W. Meier. 

(J. Versruys, Meth. opl. Mtk. vrgst. Gem, vrgst. no 156.) 
Als men (a 25) (c + dj" ontwikkelt, is de som der 
coëfficienten 2592. Ontwikkelt men (a + b)" (e + 2d)" 


dan is die som 8888. Bereken hieruit 1m en %. 
M. Simons. 


"608. 


609. 


610. 


Bil. 


612. 


613. 


614, 


615. 
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PRIJSOPGAVEN, 
Twee cirkels MC en NC raken elkaar in C, Uit een 
punt D buiten deze cirkels ziet men de stralen MC en 
NC onder gelijke hoeken. Trekt men nu uit D de raak- 
lijnen DE en DF' aan de beide cirkels, dan is 
DESDES DO L. J. Murren. 
(C. KrarperR, Kz., Lrb. d. Mtk. L $ 262 no. 463.) 


Drie Di zijn met een werk bezig, dat A alleen in 


24 dagen, doch, met B werkende, in 135 dag kan af- 


maken. A werkt met C gedurende 3 dagen, daarna werkt 


B met C gedurende 6 dagen en voltooit C de rest in 1öne 


dag. In hoeveel tijd had C alleen het werk kunnen 
verrichten. P. H. W. Srurrers. 
(Kon. Mil. Acad. Rek. 1890.) 

Bewijs, dat 8(2n? —1)(3n? —1) bij deeling door 15 
tot rest geeft 1, als » onderling ondeelbaar is met 15. 
(N. L. W.A. GRAVELAAR, Lrb.d. Rek. I, S289, no. 102.) 
Als men de cijfers van een willekeurig ondeelbaar getal 
in een andere volgorde neemt, dan krijgt men een ge- 
tal, dat onderling ondeelbaar is met dat ondeelbare ge- 
tal. Bewijs dit. 

(N. L. W.A. GravenAar, Lrb. d. Rek. I, 8 289, no. 125.) 
Een getal en zijn 2e-macht eindigen op dezelfde vier 
cijfers, Welke kunnen die cijfers zijn ? 

(N. L. W.A. Graveraar, Lrb.d. Rek. I, S 289, no. 128.) 
Een gebeurtenis heeft om de „ dagen plaats. Aan welke 
voorwaarden moet # voldoen, opdat die gebeurtenis 
den 1len keer (niet eerder) op denzelfden datum zal 
vallen als den len keer (de maand op 50 dagen gerekend) ? 
(N. L. W.A. Graveraar, Lrb.d. Rek. IT, $ 289, no. 149.) 


Als p een ondeelbaar getal is, dan zijn er Vi (p — 1) 


onverkleinbare echte breuken, waarin de som van teller 


en noemer —= p" is. Bewijs dit. 
(N. L. W. A. GraverAAR, Lrb. d. Rek. I, S 289, no. 160.) 
Van een meetkundige reeks is de eerste term de log. 


616. 


617. 


618. 


619, 


135. 


* 134. 
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van 2 in ’t grondtal 8 en de derde term de log van 4 
in ’t grondtal 25. Bepaal de log. van den elfden term d 


in ’t grondvlak 27. L. 
(Lit. Math. ex. 1890.) 
De waarden van & en y te bepalen uit: 


et zE en z 49? =1085. 


(Eind-ex, H. B. S. 1890.) 








5 
Het 5 deel van eene partij koren wordt verkocht voor 


f13 en de rest voor f 11,80 den HL. Zoo de winsten op 
beide verkoopen zich verhouden als 20 tot 3 en de ge- 
heele winst f 345 bedraagt, uit hoeveel HL. bestond 
dan de partij, en hoe groot was de inkoop ? 
(Toel-ex. Artillerieeursus en Militaire School Delft 1890.) 
Hoeveel getallen kleiner dan 800 zijn relatief priem met 
300? Bepaal de som van die getallen. 
(J. VersLuys, Deelb. & Rep. br., no. 2 en 3.) 
Van een getal, kleiner dan 400, weet men, dat, als 
men zijne eenheden 2 aan 2, 3 aan 3, 4 aan 4, 5 aan 
5 of 6 aan 6 telt, er altijd een overblijft, en dat, als 
men ze 7 aan 7 telt, er geen overblijft. Welk is dat 
getal ? 
Toon aan dat het getal 

210 x 35 X5 X72X13 X19 x 23 Xx 89 
het vijfde deel is van de som zijner deelers. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden, 
De afmetingen van een parallelepipedum verhouden zich 
als 8 : 7 : 5. Als die afmetingen evenredig toenemen , 
wordt het liebaam met 6,645573 maal den oorspronke- 
lijken inhoud vermeerderd. De toeneming der langste 
zijde bedraagt 15,52 dM. Wat waren de oorspronkelijke 
afmetingen? (De bewerking in haar geheel laten staan.) 


Een grondeigenaar kocht voor de som van 33000 gld, 19 5 


135. 


136. 


137. 


138. 
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HA. land, waarvan ä bouwland en de rest weiland , 


en betaalde per HÁ. 1; maal zooveel voor weiland als 


voor bouwland. Later kocht hij onder dezelfde voor- 
waarden 10,5 HA, bouw- en weiland voor f 18750. Welk 
gedeelte van den laatsten koop was bouwland. 

A. handelde met drie kapitalen. Met het eerste won hij 
8 0/,, met het tweede verloor hij 5 °/, en met het derde 
won hij 125 Of, ‚ terwijl zijne gemiddelde winst 57°. 
bedroeg. Als de twee eerste kapitalen tot elkander ston- 
den als 5 : 7, en hunne som f 2400 meer bedroeg dan 
het derde, vraagt men de grootte van ieder kapitaal ? 
Een koopman kocht voor f 900 graan. Bij den verkoop 
gaf hĳĳ voor 21 gulden 0,3 HL. minder, dan hij er bij 
den inkoop voor ontving. Zoo doende bedroeg zijne winst 
12°/,. Hoe groot was de partij ? 


A. en B kunnen samen een werk afmaken in 6 dag ; 


A. en C. kunnen het afmaken in 5 dag. Hoeveel komt 


aan ieder van het werkloon toe, hetwelk f 28,20 be- 
draagt, als zij met hun drieën gezamenlijk het werk ver- 
richten, wetende, dat de werkkrachten van B, en C, tot 
elkander staan als 3 : 5? 
Iemand koopt twee stukken linnen, wier lengten zich 
verhouden als 5 : 12; het eerste tegen 85 cents, het 
tweede tegen 90 cents den M. Hij verkoopt beide stukken 
tegen f 1,05 den M,, en wint op het tweede stuk f 9,60 
meer dan op het eerste. Bereken op twee wijzen, als 
gij kunt, de lengte van ieder stuk. 


(No, 133—138 Hoofdakte 1890.) 
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